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FORORD

CHANCE er et it-leeremiljg til brug for arbejdet med sandsyn-
lighed i en indledende undervisning. Ideerne der ligger bag
CHANCE, er opstaet gennem erfaringer fra arbejdet i INFA-
projektet hvor udviklingen af fagomradet chancelaere har haft
en fremtreedende plads.

| forbindelse med denne erfaringsindsamling tages spgrgsmal
op vedrgrende leereprocessen i matematik, specielt spgrgsmal
der har tilknytning til samspillet mellem it og leering.

| del 1 af CHANCE redeggares for de fagdidaktiske overvejelser
der knytter sig til undervisningen i chanceleere i skolen. En
seerlig omtale gives af sandsynlighedsbegrebet i solen og
den made hvorpa det fremtreeder i INFAs tekster og program-
mer. | tilknytning hertil beskrives de faglige ideer som har vee-
ret afggrende for udformningen af it-leeremiljget CHANCE.

| del 2 gives farst en generel beskrivelse af de ideer der ligger
bag INFAs it-leeremiljger, de sakaldte LEARN-miljger. Derefter
omtales de fire faglige omrader som udggr grundstammen i
CHANCE. Omtalen gives i tilknytning til en beskrivelse af de it-
veerktgjer der indgar i leeremiljget. Del 2 afsluttes med forslag
til hvordan der kan arbejdes i et it-leeremiljg i en indledende
undervisning.

Det er mit hab at CHANCE kan abne elevers og leereres gjne
for at der i chanceleeren findes et fascinerende og spaenden-
de fagomrade som leegger veegt pa det anvendelsesorientere-
de og det eksperimenterende og som bygger pa elevernes
aktive medvirken. Et fagomrade som giver faglige oplevelser
og faglige udfordringer pa ethvert niveau.

Allan C. Malmberg
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1. Etit-leeremiljg til arbejdet med sandsynlighed

INFA-projektet har siden begyndelsen af 1990'erne arbejdet
med at udvikle omradet sandsynlighed i en indledende mate-
matikundervisning. Det har veeret sigtet med dette arbejde at
vise hvorledes der gennem tekster og it-hjeelpemidler kan op-
bygges et leeremiljg som i seerlig grad er fremmende for ele-
vernes beskeeftigelse med emner fra dette omrade som vi har
navngivet chanceleere. De har i leeremiljget kunnet arbejde
med eksperimenter udfart pa computer eller ved handkraft. De
har kunnet belyse problemstillinger ved hjeelp af indsamlede
data, de har opstillet antagelser og geet, og de har efterpravet
dem gennem anvendelse af INFAs edb-programmer. En farste
rapport fra arbejdet foreligger i INFA-Smatryk 1994-2 [Littera-
tur afsnit E]

Der er for os ingen tvivl om at netop inddragelsen af hjeelpe-
midler fra it har givet nye muligheder for etableringen af udfor-
drende og stimulerende leeremiljger til brug for elevernes
beskeeftigelse med emner fra chanceleeren. Med computeren
som hjeelpemiddel er skabt en dynamik som tilfarer laere miljo-
et helt nye kvaliteter og som giver leereprocessen en dimensi-
on af uvurderlig veerdi. En naermere argumentation for anven-
delsen af it i undenvisningen er givet i INFA-Smatryk 1999-2
[Litteratur afsnit E].

Leeremiljgerne i undervisningen danner ramme for elevernes
beskeeftigelse med de faglige emner, og det er vigtigt at milje-
erne giver optimale udfoldelsesmuligheder for eleverne.
Gennem aktiviteterne i leeremiljgerne kan eleverne veere med
til at opbygge deres viden og kompetence med hensyn til
chanceleerens emner og dens anvendelse ved lgsning af
virkelighedens problemer.

Udformningen af undervisningens laeremiljger kan veere helt
afgegrende for leeringens vellykkede forlgb, og det er en af



lzererens vigtige opgaver at opbygge sa gode og fleksible
leeremiljger som muligt.

Leeremiljgerne i en it-stattet matematikundervisning bygges op
omkring computeren. De centrale ingredienser i et leeremiljg af
denne art er edb-programmer, tekster, eksempler, opgaver og
supplerende materialer, herunder materialer af multimedie-art.
Hertil kommer praktiske indslag med indsamling af "rigtige
data". Men dette er kun den ene side af sagen. Helt afggrende
er ogsa den aktivitet der finder sted i form af samarbejde ele-
ver imellem og de drgftelser og diskussioner der foregar mel-
lem elever indbyrdes og mellem elever og leerer.

Gennem fortrolighed med arbejdet i sddanne miljger vil elever-
ne fgle sig trygge og sikre i leeresituationer, og de vil kunne
veere med til at finde og videreudvikle deres egen personlige
stil i arbejdet med leereprocesser. De far erfaring med at tackle
nye og ukendte problemstillinger, og de kommer til at opleve
deres eget potentiale i forhold til foreliggende leeresituationer.
Forhabentlig vil de se "det at leere" som en udfordring de har
lyst til at tage op.

De rette lzeremiljger vil kunne styrke elevernes sans for faglig
nysgerrighed, deres evner for omstilling og deres tillid til egne
muligheder. Leeremiljgerne skal give rammer for at eleverne
kan udvikle deres kreativitet, ofte med udgangspunkt i det
praktiske og aktivitetsorienterede. Men kreativitet er ikke nok i
sig selv, den ma udfolde sig i tilknytning til en faglighed. | fag-
omradet chanceleere har vi en emnekreds til radighed som i
den rette udformning kan faenge hos alle elever, og hvor det er
muligt at tilrettelaegge en undervisning som kan give udfordrin-
ger til hver enkelt. Vi vil fa en fattigere matematikundervisning i
skolen hvis vi kun pa overfladisk vis lader eleverne stifte be-
kendtskab med dette speendende, udfordrende og vedkom-
mende fagomrade.

Med veltilrettelagte laeremiljger til radighed er det muligt at til-
godese forskelle i elevernes leerestil og forskelle i deres behov
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for og evner for at fordybe i det faglige stof. Hvor vaegten leeg-
ges pa leering gennem aktiviteter og handlinger, vil de fleste
elever kunne veere med og gg@re en indsats i arbejdet med de
forelagte emner.

Man vil efter vor overbevisning kunne na et godt stykke ad
denne vej i matematikundervisningen gennem etablering af
leeremiljger efter de retningslinier der er skitseret her. De man-
ge faglige og paedagogiske virkemidler der spilles pa i de it-
stattede leeremiljger tilgodeser en stor del af de krav der kan
stilles til en undervisning hvor den enkelte elev kan udfolde sig
mest muligt og alligevel deltage i et arbejdsmeessigt feelles-
skab. | undervisningen vil man kunne arbejde med feelles fag-
lige oplevelser i bestreebelsen pa at na et faelles mal, men man
kan gennem de foreliggende hjeelpemidler na malene ad for-
skellige veje og med forskellig grad af detaljering og gaen-i-
dybden undervejs.

Det ma imidlertid ikke overses at arbejdet med laeremiljger i en
it-stgttet undervisning stiller store krav til leereren. Der forud-
seettes et fagligt overblik og en faglig indsigt i de behandlede
emner som seetter laereren i stand til at foretage overvejelser
og afvejninger i forbindelse med valg af faglige og paedagogis-
ke metoder. Et spaendende og givende lseremiljg opbygges
ikke ved at lereren blot tager et edb-program og den tilhgren-
de elevtekst og lader eleverne arbejde med det. Der kreeves
en tilretteleeggelse som ngje vurderer de givne hjeelpemidler
og deres rolle i leeringsmaessig sammenhaeng og i relation til
den givne elevgruppe.

Det er gennem veltilrettelagte laeresituationer at skolens mate-
matikundervisning har mulighed for at opfylde de gode intenti-
oner fra undervisningsvejledningerne:

At fremme arbejdsformer som giver eleverne en eksperi-
menterende og udforskende holdning til de faglige emner,
og som veaenner dem til at undre sig, at veere nysgerrige, at
stille spgrgsmal og at ga pa opdagelse.
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Og det er gennem sadanne leeremiljger at matematik under-
visningen kan naerme sig de mange gode hensigter der er
udtrykt i princippet om undervisningsdifferentiering.

| del 2 af CHANCE er der neermere redegjort for ideerne bag
INFA-projektets it-leeremiljger.

INFAs udvikling af it-leeremiljger er inspireret af de arbejder
der er naevnt i afsnit D i litteraturlisten.



2. Et tilbageblik: Laeseplanen 1976

Fagomradet statistik og sandsynlighed kom ind i skolen i
Danmark med leeseplanerne fra 1976. Det fik imidlertid aldrig
en tilfredsstillende udformning i undervisningen, og det har pa
ingen made udviklet sig til at blive et inspirerende og udford-
rende omrade hvor eleverne kan boltre sig med matematikken
og dens anvendelser i en ny og spaendende isceneseaettelse.

Fagomradet har ved undervisningen i skolen veeret praeget af
en raekke mindre vellykkede beslutninger:

1. Sandsynlighedsregningen udspillede sig naesten udelukken-
de de med sandsynligheder af kombinatorisk art. Derved blev
repertoiret af anvendelser begraenset til at besta af de traditio-
nelle trivielle eksempler pa chanceeksperimenter: terningkast
og kugleudtagelser.

Af misforstaet skraek for at veere umatematisk i undervisnin-
gen, har leereren ikke tilladt at sandsynligheder kunne opsta i
forbindelse med datamaterialer, men kun gennem sma velbe-
skrevne matematiske udfaldsrum, sa man var sikker pa at der
ingen diskussion kunne finde sted om de tillagte talveerdier. -
Nogle leerere og leerebogsforfattere opbyggede den ssedvanli-
ge maengdebeskrivelse af sandsynlighedsregningen, med ud-
faldsrum, haendelser og sandsynlighedsfunktion, og naede ik-
ke herudover. Og eleverne oplevede det hele som en ny gr-
keslgs eksercits i symbolmanipulation.

2. Kombinatorikken blev af bade laerebogsforfattere og laerere
dyrket med veegten lagt pa formler og ikke pa metoder. Derved
blev dette omrade lukket land for den starste del af eleverne.
Tilmed var laererne ogsa utrygge ved kombinatorikken hvor
selv ganske banale problemstillinger kunne fgre dem ud pa
usikker faglig grund.



Man kom derfor hurtigt til den erkendelse at kombinatorik er
for sveert, bade for elever og leerere. Og de kombinatoriske
overvejelser indskraenkedes herefter til at omfatte bestemmel-
sen af antallet af udvalg bestdende af hgjst to elementer der
kan udtages fra en meengde pa ikke over en halv snes ele-
menter. - Med sadanne band pa det faglige program kommer
man ikke ret langt i anvendelsessituationer.

3. Den deskriptive statistik blev dyrket som et selvsteendigt
fagomrade. Der blev lagt mere veegt pa terminologi end pa
indhold, og den statistiske beskrivelse af datamaterialer blev
ofte lgsrevet fra enhver form for dataindsamling og data-
fortolkning. Det vigtigste var opstilling af tabeller, beregning af
maerketal og fremstilling af grafiske figurer, alt sammen kun til
aere for fagomradet, ikke med henblik p& nogen som helst
anvendelsessituation.

En beskeeftigelse med et forelagt talmateriale kunne derfor
kulminere med beregning af en middelveerdi eller en median
uden at der blev foretaget nogen fortolkning af de beregnede
veerdier, eller uden at de p& nogen made blev anvendt i en
meningsfyldt sammenhaeng. Betydningsindholdet blev helt
fiernet fra talbeskrivelserne. Undervisningen byggede pa faer-
digleverede data, og ikke pa den dynamik der ligger i at ele-
verne selv lever med i alle faser af processen med at indsamle
data og bruge dem pa meningsfyldt made.

4. Eksempelmaterialet var for fattigt. Der var langt imellem de
inciterende og feengende eksempler pa anvendelse som dette
fagomrade er sd rigt pa. | undervisningen sa man stort set al-
drig en situation hvor der opstod et behov hos eleverne for at
fastleegge en chance eller en risiko, ej heller sa man eksemp-
ler pa hvordan elevernes dataindsamling kunne bidrage til at
besvare spgrgsmal om ukendte sandsynligheder.

*

Intet under at fagomradet ikke blev til noget i skolens matema-
tikundervisning. Under de givne betingelser matte enhver form
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for livskraft blive udslukt i lgbet af kort tid. Og blot nogle fa af
folkeskolens afgangspraver afslgrede da ogsa hvad der fra
officielt hold forventedes af kundskaber inden for dette omra-
de: Ingen reel indsigt, men kendskab til en reekke faggloser
som hos eleverne kunne seette gang i reflekser der farte til be-
regning af talveerdier, til opstilling af tabeller eller til tegning af
diagrammer. Hos en usikker leerer vil en sadan holdning smitte
af pa den daglige undervisning.

Det anvendelsesorienterede, det eksperimenterende, det
oplevelsesgivende, det udfordrende, det fascinerende og
det sprudlende blev dermed totalt fiernet fra undervisningen
i sandsynlighedsregning og statistik i den autoriserede dan-
ske skoleudgave.

Undervisningen i skolen i sandsynlighedsregning og statistik
har dermed aldrig naermet sig noget der lignede beskrivelsen i
undervisningsvejledningen fra 1976 (side 18):

Undervisningen ma centreres om ce to emners funda-
mentale begreber og disses anvendelser i situationer,
som vedrarer elevernes hverdag. Undervisningen ma gi-
ve eleverne en begrebsmaessig baggrund for dagligdags
udtryk som chance, risiko og tilfaeldighed, og den ma
give eleverne mulighed for at opna fortrolighed med ele-
menteere eksperimenter af stokastisk art.

Og fortsat hed det i undervisningsvejledningen:

De ma endvidere kunne udlede relevante oplysninger fra
givne statistiske beskrivelser, og de ma kunne tage stil-
ling til holdbarheden af konklusioner og fortolkninger, der
foretages i tilknytning til sddanne beskrivelser.

Disse gode hensigter realiseres ikke gennem et arbejde med
opgaver der handler om udtagelse af et par kugler fra en pose,
ej heller gennem et talmateriale som giver en oversigt over
hvordan det gik ved et halvt hundrede kast med en tegnestift.
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De mange ord i den matematik-didaktiske debat om en ekspe-
rimenterende og udforskende arbejdsform er gaet hen over
dette fagomrade uden at efterlade sig synlige spor. Netop her
hvor eksperimenter kunne veere et vigtigt element i elevernes
arbejde med at skaffe sig ny erkendelse, oplevede man en un-
dervisning der forfaldt til papirgvelser i kombinatorisk opteelling
og meengdeleeresymbolik - og i drgftelse af om en forelagt
haendelse nu var af typen bade-og eller af typen enten-eller.

Sandsynlighedsregning og statistik blev i skoleudformningen
draenet for alt liv. Et pa4 denne made braklagt fagomrade vil der
selvfglgelig ikke veere nogen begrundelse for at bevare i den
fremtidige matematikundervisning i skolen. Det kan i en sadan
udgave ikke bidrage til at veekke elevernes interesse for mate-
matik og deres forstaelse for fagets rolle i anvendelse og er-
kendelse.

Men det kunne have veeret ganske anderledes
Undervisningsforsgg fra indland og udland viser at fagomradet
ikke behgver at leve en sa kummerlig tilveerelse i den almene
uddannelse. Projekter med udfordrende og inspirerende tema-
arbejde har veeret udviklet adskillige steder, og resultaterne
herfra forteeller at der er mulighed for at opbygge et omrade
som bade har elevernes interesse og som tilgodeser de man-
ge gode intentioner der gennem de senere ar er opstillet for
undervisningen i sandsynlighedsregning og statistik.

Der er da ogsa meldinger fra det ene land efter det andet om
spaendende projekter som har til formal at fgre eleverne ind i
sandsynlighedernes verden. Og flere og flere undervisnings-
systemer placerer fagomradet inden for det obligatoriske stof
som alle elever i grunduddannelsen skal stifte bekendtskab
med. Samtidig foregar der en rivende udvikling hvor fagfolk og
paedagoger deltager i opbygningen af en didaktik for dette fel,
og der holdes seerskilte konferencer hvor emnet er sandsynlig-
hed i skole og leereruddannelse. En orientering om igangvae-
rende initiativer inden for den elementaere undervisning i chan-
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celeere kan findes i tidsskriftet Teaching Statistics (tysk udga-
ve: Stochastik in der Schule). Samlede beskrivelser af under-
visningen i sandsynlighed i skolen findes hos Anne Hawkins
og S. Lajoie [Litteratur afsnit B].

Pa den hjemlige front har dette fagomrade fra 1990 vaeret cen-
tralt placeret i INFA-projektets virksomhed med udvikling af
materialer til brug for undervisningen i folkeskolen og i lserer-
nes efteruddannelse.

Et tidligere projekt ved Leererhgjskolens Matematiske Institut
etableredes i slutningen af 1970'erne med det formal at belyse
mulighederne for at realisere de forslag der var givet i laesepla-
nen fra 1976. Som et af resultaterne af de fagdidaktiske arbej-
der i dette projekt udvikledes et leerebogsmateriale "Hvad er
Chancen", som udsendtes i to bind i 1980. [Litteratur afsnit B].
Leerebogen var skrevet med henblik pa brug ved undervis-
ningen i folkeskolens 8.-10. klasse, men der var taenkt pa un-
dervisning i en forsggssituation hvor fagomradet sandsynlig-
hedsregning og statistik tildeles et betydeligt timetal. Det lykke-
des aldrig at fa etableret en sddan undervisning, og laeremate-
rialet blev i stedet anvendt ved uddannelsen og efteruddan-
nelsen af folkeskolens leerere.
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3. Fagheefterne: At forholde sig til sandsynligheder

| Fagheeftet Matematik fra 1995 hedder det under det indle-
dende afsnit om feerdigheder og faglige redskaber:

,Gennem aktiviteter, der er relevante for eleverne, skal opnas
feerdighed i:

- at anvende tal

- at beskrive stgrrelser ved maling og beregning
- at bruge grafiske fremstillinger

- at arbejde med geometri i plan og rum

- at benytte variable og formler

- at anvende og vurdere statistik

- at forholde sig til sandsynligheder.

Disse feerdigheder indgar i fagets anvendelser som beskrivel-
sesmiddel og som redskab ved forudsigelse af en udvikling el-
ler en begivenhed.

Eleverne skal veere i stand til at benytte datatekniske hjeelpe-
midler og vurdere i hvilke sammenhaenge, det er hensigts-
meessigt at anvende dem ved problemlgsning.”

Eleverne skal altsd gennem undervisningen komme frem til at
opna faerdigheder i "at forholde sig til sandsynligheder".

Nu kan eleverne ikke bare forholde sig til noget uden at have
et udgangspunkt at forholde sig fra. Uden en basis at stgtte sig
til bliver det rent dilettanteri at forholde sig til en sag. Man kan
frygte at dette vil blive realiteten i skolens forhold til sandsyn-
ligheder, idet der ikke i de vejledende leeseplaner i fagheeftet
gives opfordringer eller retningslinier til at opbygge et fagligt
fundament hvorfra eleverne kan foretage deres overvejelser.
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Ej heller er er der i undervisningsvejledningen nogen stgtte at
hente for den leerer der gnsker at fa leeseplansudvalgets bud
pa hvordan undervisningen i dette fagomrade kan tilrettelaeg-
ges. Sandsynlighedsregning har ikke faet et eneste lille afsnit
blandt vejledningens mange sider. Undervejs i fagheeftet kan
man laese at veegten leegges pa "det statistiske sandsynlig-
hedsbegreb”, men der gives ikke en naermere forklaring pa
hvad denne betegnelse star for.

En sadan behandling af fagomradet er naeppe et udtryk for en
optimistisk tro i leeseplansudvalget pa at emnet sandsynlig-
hedsregning er sa ligetil at det ikke giver anledning til vanske-
ligheder for elever og leerere. For i sa fald er udvalget ganske
ude af trit med virkeligheden. Tvaertimod burde dette fagomra-
de have en fyldig og veleksemplificeret omtale i leeseplan og
undervisningsvejledning.

| foraret 2001 er faghaeftet udsendt i en revideret udgave,
"Klare Mal". Blandt de centrale kundskabs- og faerdighedsom-
rader finder vi en stort set ueendret omtale af den rolle der er
tilteenkt sandsynligheder: "Undervisningen skal lede frem mod,
at eleverne har tilegnet sig kundskaber og feerdigheder, der
seetter dem i stand til at forholde sig til sandsynligheder."

| den tilhgrende undervisningsvejledning, version 2001, leder
man stadig forgaeves efter forslag til hvordan malet "at forhol-
de sig til sandsynligheder" kan fremmes i skolens undervis-
ning. Vi ma seette vor lid til faghaeftets 2010-udgave.

*

Der skal i det falgende gennem opbygningen af CHANCE i del
2 gives forslag til hvad der kunne veere en faglig baggrund for
pa rimelig vis "at forholde sig til sandsynligheder. Der vil i til-
knytning hertil blive fremsat forslag til aktiviteter der er relevan-
te for eleverne nar de skal opna feerdighed i at omgas sand-
synligheder med forstaelse og indsigt.
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4. Sandsynlighedsbegrebet i skolen

Det falgende forslag til arbejdet med sandsynligheder i den
elementzere undervisning bygger pa erfaringer der er gjort i
INFA-projektet hvor sandsynlighedsregningen er behandlet
under kraftig inddragelse af it-hjeelpemidler.

Forslagets sigte er imidlertid langt bredere end blot at gere
opmeerksom pa mulighederne i at anvende it i undervisningen.
Der fremlaegges ideer til en faglig begrebsopbygning som i
udpraeget grad gar brug af beskrivelser ved konkrete modeller
i form af databaser. Gennem sadanne databaser vil elever og
lzerere f& adgang til lethandterlige hjeelpemidler til arbejdet
med sandsynlighedsregningens grundlaeggende begreber, be-
greber som almindeligvis anses for sveert tilgesengelige for
begyndere og som ofte giver anledning til vanskeligheder i en
begynderundervisning.

Den fglgende redeggrelse vil vise hvorledes arbejdet med
sandsynlighedsregning i INFA-projektet kan ses som en be-
streebelse pa at give nye ideer til skolens behandling af fagom-
radet, ideer som giver sig udslag i savel den faglige opbygning
som i de hjeelpemidler der benyttes i elevernes beskeeftigelse
med begrebsdannelserne og deres anvendelse i problemlgs-
ning. - Redeggrelsen beskaeftiger sig med de overordnede
linjer for arbejdet med chanceleeren i INFA-projektet, og den
gar ikke i detaljer med hensyn til de enkelte faglige ideer der
ligger til grund for projektet. Disse ideer vil blive naermere be-
skrevet i del 2 i omtalen af de udviklede undervisningstemaer.

INFAs chancebegreb i stikord

Til indledning skal gives en kort karakteristik af det sandsynlig-
hedsbegreb der er benyttet i INFAs chanceleerearbejde og
som vil blive ngermere beskrevet i den fglgende fremlaeggelse.
Beskrivelsen gives i relation til fem aspekter.
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Chancebegrebet. Hovedvaegten er lagt pa det statistiske chan-
cebegreb, men der gares ogsa udstrakt brug af det kombinato-
riske og det personlige chancebegreb.

Faglig opbygning. Der er tale om en faglig opbygning som hvi-
ler pa et intuitivt grundlag, ikke pa en teoretisk opbygning. Be-
skrivelser gives ved hjeelp af dagligsprog, og der er ingen
anvendelse af maengdeleereterminologi.

Tildeling af talveerdier til chancer. Talveerdier tildeles gennem
anvendelse af datamaterialer fra eksperimenter, gennem over-
vejelser over symmetriforhold, gennem afvejning af veeddemal
og gennem opstilling af lodtraekningssituationer.

Fortolkning af chancer. Chancer fortolkes ved frekvenser i eks-
perimentserier, gennem opstilling af lodtreekninger og veedde-
mal, samt som overvejelser over graden af overbevisning om
haendelsers indtraeffen.

Paedagogiske hjeelpemidler. Databaser, chancetreeer, aeske-
modeller, eksperimenter, simuleringer, spil. Omfattende ind-
dragelse af it.

4.1 Tre slags sandsynligheder

| arbejdet med emner fra sandsynlighedsregning i CHANCE
gares brug af tre typer af chancebegreber: et kombinatorisk, et
statistisk og et personligt. |1 heeftet fra Chance-leereserien
.Chancetrae - Chancer gennem beregninger®, er der givet en
indledende omtale af disse begreber og deres anvendelse ved
beskrivelse af situationer fra virkeligheden. Hovedpunkterne
fra denne fremlaeggelse gengives her.

Hverdagens sandsynligheder

Den daglige tilveerelse indeholder et veeld af situationer hvor
chancer og risikoer spiller en rolle. Nar vi ikke med sikkerhed
kan sige hvad der vil ske, men kun hvad der kan ske blandt en
reekke muligheder, er vi i en chancesituation. Vi vil da veere in-
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teresseret i at skaffe os oplysninger om hvor stor en chance
eller hvor stor en risiko der er for at en bestemt mulighed ind-
treeffer.

Nar vi taler om hverdagens chancesituationer, benytter vi ud-
tryk som har med sandsynligheder at gare. Taler vi om en
haendelse vi gerne ser indtreeffe, bruger vi ordet chance, og
foreligger der en ugnsket haendelse, taler vi om hsendelsens
risiko. Er vi lidt mere neutrale i vurderingen af haendelsen, kan
vi benytte ordet sandsynlighed. Vi taler sdledes om chancen
for at f gevinst i et spil, om risikoen for at der sker en trafik-
ulykke, og om sandsynligheden for at en lodtraekning i en
skoleklasse resulterer i at en pige veelges.

| mange hverdagssituationer kan vi ngjes med at omtale en
chance eller risiko som vaerende stor eller lille uden neermere
at angive den ved hjeelp af talveerdier. Vi kan fx sige at der er
stor chance for en mild vinter, og at der er en lille risiko for
farlige bivirkninger ved en vaccine. Ofte vil vi dog seette tal pa:
,Der er mindst 90% chance®, ,Der er en risiko pa hgjst 5%,
osV.

At saette tal pa chancer

Hvordan fremkommer nu disse talvurderinger? | INFAs chan-
celeeretekster gives eksempler pa hvordan man kan saette tal
pa chancer og risikoer. Der er gjort brug af to metoder. Hvis
der foreligger et chanceeksperiment med ligeveegtede udfald,
opstiller vi en sakaldt slumpmodel for eksperimentet, og vi kan
derefter beregne sandsynligheden ved at teelle gevinstudfald.

Hvis det er umuligt at opstille en sadan model, eller hvis det er
for besveerligt at foretage opteellingerne, kan vi maske i stedet
gennemfgre en statistisk undersggelse. Pa grundlag af data
fra eksperimentserier kan vi derefter udtale os om de ukendte
chancer eller risikoer.

Ved den farste metode arbejder vi med det der kaldes kombi-
natorisk sandsynlighed. Der nar vi frem til talveerdier for sand-
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synlighederne ved at teelle udfald og gevinstudfald. Maske ma
vi ved disse opteellinger benytte seerlige teelle-metoder, og
sadanne metoder hgrer hiemme i det fagomrade der kaldes
kombinatorik. Deraf betegnelsen ,kombinatorisk sandsynlig-
hed".

Ved den anden metode nar vi frem til talveerdier for sandsyn-
lighederne ved hjeelp af statistiske undersggelser i tilknytning
til udfarte eksperimenter som kan veere ,rigtige eksperimenter*
eller simulerede eksperimenter. De sandsynligheder der fast-
lzegges pa denne made, vil vi kalde statistiske sandsynlighe-
der.

| hverdagen forekommer kombinatoriske sandsynligheder stort
set kun i helt enkle stikprgveudtagelser og i forbindelse med
spil. |1 spil er der neesten altid tale om konstruerede situationer
som er lagt til rette pa en saddan made at de kan beskrives ved
hjeelp af udfaldsrum med ligeveegtede udfald. Det geelder der-
imod ikke for virkelighedens mere alvorlige chancesituationer,
her er det i almindelighed ikke os selv der star for isceneszet-
telsen.

| hverdagens chancesituationer er det iseer statistiske sand-
synligheder der gares brug af. Data indsamles og en statistik
udarbejdes. Med udgangspunkt i denne statistik fremsaettes
derefter udtalelser om chancer og risikoer. Vi laver altsa stati-
stik over fortiden, og benytter den ved forudsigelser af frem-
tiden. Statistik bygger pa det kendte og anvendes pa det
ukendte. En statistik over dgdsfald i Danmark kan saledes
seette os i stand til at give tal for en danskers chancer for at
opna en bestemt levealder.

Chancer ud fra ekspertvurderinger

Det er imidlertid ikke kun statistiske sandsynligheder man ser
anvendt i hverdagens chancesituationer. Undertiden fremsaet-
tes der ogsa udtalelser om chancer som ikke statter sig pa no-
gen statistik.
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Det kan skyldes at det er for vanskeligt eller for bekosteligt at
fremskaffe en statistik, eller at det maske slet ikke er muligt at
opstille en statistik. | sddanne situationer nar man somme tider
frem til et tal for den ukendte sandsynlighed ved at lade en
ekspert vurdere alle foreliggende oplysninger og pa grundlag
heraf fremsaette sin formodning om den givne situation. Sand-
synligheder af denne art vil vi kalde personlige sandsynlighe-
der.

Sandsynligheder som kommer til veje gennem sadanne eks-
pertvurderinger kan veere steerkt afhaengige af hvem den pa-
geeldende ekspert er, og der kan i gvrigt veere problemer med
at afggre hvem der kan betragtes som uvildig ekspert.

Hverdagens chancer og risikoer kan altsa optraede som tre
forskellige typer af sandsynligheder:

Kombinatoriske sandsynligheder gennem optaellinger
2. Statistiske sandsynligheder gennem datamaterialer

Personlige sandsynligheder fastlagt gennem
ekspertvurderinger.

De kombinatoriske sandsynligheder kan umiddelbart se mest
solide ud. De kan jo findes ved opteellinger, og alle der udfarer
disse opteellinger (og teeller rigtigt) vil komme til det samme re-
sultat.

Ved statistiske sandsynligheder er billedet ikke sa& klart. Her
kan benyttes forskellige datamaterialer, og de vil sjeeldent fare
til helt de samme sandsynligheder. Men hvis materialerne byg-
ger pa et omfattende antal tilfaelde, vil de dog i almindelighed
give resultater som ikke afviger meget fra hinanden.

Helt anderledes stiller sagen sig ved personlige sandsynlighe-

der. De overvejelser der ligger til grund for de personlige sand-
synligheder, lader sig jo vanskeligt kontrollere. Man vil dog un-
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dertiden kunne bedgmme en ekspert pa de resultater han op-
nar over et stgrre antal vurderinger.

Det er sjeeldent der foreligger helt rene anvendelser af statis-
tiske sandsynligheder og personlige sandsynligheder, ofte vil
disse to typer blive benyttet side om side. | nogle situationer vil
anvendelsen af statistiske sandsynligheder have overveegt, i
andre er det brugen af personlige sandsynligheder der er do-
minerende.

For neermere beskrivelser af sandsynlighedsbegrebet henvi-
ses til de fremstillinger der er anfart i afsnit A i litteraturlisten. -
En fremstilling der opbygger den elementsere sandsynligheds-
regning pa personlige sandsynligheder findes hos A. O'Hagan
[Litteratur afsnit B].

Et nyt fagomrade i skolen

| den almene uddannelse kom sandsynlighedsregning ind som
et fagomrade i matematikundervisningen fra omkring 1950.
Nogle lande var tidligt med og kunne allerede i 50’erne frem-
vise forsggsprojekter der havde afpragvet en raekke emner fra
fagomradet. De fleste andre lande er fulgt med i arene deref-
ter, Danmark indfgrte emnekredsen i folkeskolen med skolelo-
ven af 1976. En omtale af chanceleere-undervisningen i en
reekke lande findes i rapporten af V. Barnett [Litteratur afsnit B]

Det store flertal af tekster der har veeret benyttet i den elemen-
taere undervisning rundt omkring i verden, har bygget pa det
kombinatoriske sandsynlighedsbegreb. Der har kun veeret fa
eksempler pa faglige forlgb der tager udgangspunkt i det sta-
tistiske og det personlige sandsynlighedsbegreb.

Det har veeret et sigte med INFA-projektets arbejde med sand-
synlighedsregning at vise at de tre omtalte sandsynligheds-
begreber alle har relevans i psedagogisk henseende. De vil
alle tre kunne indgd i den elementaere undervisning, og de vil
pa hver sin vis kunne bidrage til at saette facetter pa elevernes
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forstaelse af hvad sandsynligheder er og hvad sandsynlighe-
der kan benyttes til.

At sandsynlighedsregning i folkeskolen hidtil neesten udeluk-
kende har veeret eksemplificeret gennem anvendelser af den
kombinatoriske sandsynlighed, er som allerede naevnt en fatal
svaghed i undervisningen. Netop de to andre typer af sand-
synligheder kan bidrage til at belyse de alsidige anvendelses-
muligheder der er for sandsynlighedsregning og statistik i et
moderne samfund. Den der kun stifter bekendtskab med den
kombinatoriske sandsynlighed, ma std ganske uforstdende
over for de mange pastande om den centrale rolle faget spiller
som redskab for problemlgsning og erkendelse inden for naes-
ten ethvert teknisk og videnskabeligt omrade.

4.2 Det statistiske sandsynlighedsbegreb i centrum

INFAs undervisningsmaterialer foreligger i sakaldte EMMA-
temaer, hvor EMMA star for "elektroniske materialer til mate-
matik". | EMMA-temaet Taldata 1-3 fastlaegges chancer pa
grundlag af statistiske materialer, datamaterialer. Med denne
placering af de statistiske undersggelser er det hensigten at
seette det statistiske sandsynlighedsbegreb i forgrunden i
INFAs arbejde med fagomradet, og at udvikle elevernes intuiti-
ve chanceforstaelse og deres fortrolighed med chanceoverve-
jelser i forhold til denne version af sandsynlighedsbegrebet.

Udgangspunktet vil derfor vaere et datamateriale som er opsta-
et i tilknytning til et chanceeksperiment. Fra eksperimentet er
indsamlet data som beskriver hvilke resultater der blev opnaet
i eksperimentet. Et eksempel pa et sddant materiale findes i
det indledende afsnit i EMMA-temaet hvor det undersgges
hvor mange kast der skal foretages med to terninger for der
opnas et kast hvor de to terninger viser det samme gjental.
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Antal kast Antal eksperimenter  Kumuleret antal

1 18 18
2 13 31
3 10 41
4 9 50
5 8 58
6 6 64
7 7 71
8 5 76
9 3 79
10 3 82
11 3 85
12 3 88
13 1 89
15 3 92
17 2 94
21 1 95
22 3 98
24 1 99
26 1 100

Som det ses af denne oversigt, blev der i 18 af de 100 eksperi-
menter opnaet to ens allerede i farste kast. Hvis vi benytter
vore 100 eksperimenter som den database hvorfra vi henter
viden om vanskeligheden ved at opna to ens, vil vi altsa kunne
sige at der er 18% chance for at opna to ens i farste kast.
Datamaterialet viser ogsa at der er 31% chance for at opna to
ens i lgbet af de farste to kast. Og der er 58% chance for at
opna to ens i lgbet af de farste fem kast. - Vi ser endvidere at
det hgjeste antal kast der skulle bruges for at fa to ens, var 26.
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Et arbejdsredskab

Nu er det ikke tanken at eleverne skal opfatte disse talangivel-
ser som sandheden om de ukendte chancer. De skal netop
tage dem med forbehold, og vurdere dem i relation til det ma-
teriale der bygges pa. Fra eksperimenter i klassen vil de vide
at den naeste serie af forsgg kan give et afvigende resultat.
Men det er netop sigtet med fremstillingen i EMMA-temaerne
at veenne dem til at omgas datamaterialer pa en sddan made
at de ser at der af dem kan hentes oplysninger, men at disse
oplysninger ikke behgver at veere det endelige ord i sagen.
Nye data kan give nye oplysninger som bevirker at den forelig-
gende viden ma justeres.

Vi vil imidlertid seette tal pa chancerne pa baggrund af de fore-
liggende data. Vel vidende at disse chancer modificeres nar
nye data kommer til, og vel vidende at personer der indsamler
hvert deres dataseet vil komme frem til resultater der ikke
stemmer ganske overens. Men det er en del af den forstaelse
af chancer, vi gerne vil bibringe eleverne. De skal vaenne sig til
at opfatte et chanceudsagn som noget der kan veere kommet
til veje pa grundlag af et datasaet. Til billedet harer da naturligt
at de fremlagte chancetal kun kan veere forelgbige vurderin-
ger, de kan ikke tages som eksakte veerdier der er fastlagt én
gang for alle. Men vi vil bruge disse tal til at belyse den givne
chancesituation, og indtil der foreligger nye data benytter vi
dem, vi har.

Som konsekvens heraf ma vi ga med til at det vil veere korrekt
at eleverne i tilknytning til eksemplet ovenfor konkluderer (fore-
lgbigt) at chancen er lille for at der skal benyttes mere end 25
kast for at fa to ens. Deres datamateriale viser jo at de i alle
100 fors@g kunne klare sig med hgijst 26 kast.

Den leerer der foler sig utryg herved, kan opfatte de fundne
chancetal som et bud pa de ukendte bagved liggende teore-
tiske sandsynligheder. Han kan altsa skelne mellem chancer
og sandsynligheder, og lade chancer veere de praktiske ar-
bejdsredskaber vi benytter i vore bestreebelser for at opna ind-
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sigt i de teoretiske sandsynligheders verden. Chancer bestem-
mer vi altsd pa grundlag af datamaterialer, og disse chancer
benytter vi som en praktisk handterlig udgave af de bagved
liggende teoretiske sandsynligheder hvis eksakte veerdier vi i
@vrigt aldrig vil kunne bestemme.

Pa denne made vil vi kunne arbejde med et konkretiseret
chancebegreb, et begreb der er baseret pa et foreliggende
datamateriale som eleverne vil kunne gribe tilbage til nar be-
hovet for anskueliggarelse melder sig.

Dette vil vi illustrere i det fglgende, hvor der opstilles regler for
regning med chancer. Disse regler udledes let med henvisning
til konkrete dataseet hvor enhver talmaessig sammenhaeng kan
kontrolleres ved opteellinger og beregninger. Et arbejde med
sadanne "konkrete“ regler kan stgtte elevernes forstaelse nar
de pa et senere tidspunkt i deres uddannelse stifter bekendt-
skab med sandsynligheder som udfolder sig i tilkknytning til en
formaliseret opbygning med udfaldsrum, haendelsessystem,
sandsynlighedsfunktion og aksiomer.

Man kan sige at der gennem databasen opbygges en konkret
model for den forelagte chancesituation. Eleverne vil fra andet
arbejde med matematik veere bekendt med at modeller ikke
indeholder hele sandheden, men at de kan benyttes pa fornuf-
tig vis til beskrivelse og problemlgsning som vedrgrer den be-
tragtede situation. Med nye informationer vil der kunne opbyg-
ges modeller som svarer bedre til virkeligheden, og der kan
gennem dem gives nye og bedre svar pa de stillede spgrgs-
mal.

4.3 Et chancebegreb som bygger pa databaser

Vi vil altsa i den elementaere undervisning knytte an til et sand-
synlighedsbegreb som i udstrakt grad bygger pa anskuelig-
garelse gennem en tilhgrende database. | databasen ind-
laegger vi de data der udtrykker vor aktuelle viden om den
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forelagte chancesituation. | eksemplet ovenfor indeholder da-
tabasen det statistiske materiale fra de 100 eksperimenter.

Vi kan forestille os at databasen indeholder 100 sedler, én for
hvert eksperiment. P& hver seddel star anfart hvor mange kast
der blev benyttet i det pagaeldende eksperiment for at opna to
ens. Databasen vil derfor i dette tilfeelde indeholde 18 sedler
hvorpa der star 1, der vil vaere 13 sedler hvorpa der star 2, og
der vil fx vaere 2 sedler hvorpa der star 17.

Nar vi skal udtale os om chancerne for at opna to ens i et be-
stemt antal kast, benytter vi databasen. Vi teenker os en sed-
del udtaget fra databasen ved lodtraekning. Chancen for at fa
to ens i farste kast seetter vi til 18%, der er jo 18 af de 100
sedler i databasen som beerer tallet 1. Og nar vi udtreekker en
seddel fra databasen, er der 18 tilfeelde ud af 100 hvor den vi-
ser tallet 1. P4 tilsvarende made kan vi af databasens sam-
mensaetning se at der er 58% chance for at vi kan fa to ens i
lobet af de farste 5 kast. Blandt databasens 100 sedler er der
jo 58 sedler som viser et af tallene 1, 2, 3, 4, 5.

Virkelige eller teenkte databaser?

| omgangen med statistiske sandsynligheder, altsa sandsynlig-
heder som beskrives i tilknytning til et datamateriale, er der
ingen vanskeligheder med at etablere den ngdvendige databa-
se. Den bestar simpelthen af de data der foreligger. Det kan
som i eksemplet ovenfor veere resultaterne fra en eksperi-
mentserie, eller det kan veaere data i en officiel trafikstatistik
eller sygdomsstatistik.

Lidt anderledes stiller det sig nar der er forelagt en chance-
situation hvor der optraeder en sandsynlighed der ikke lkan
karakteriseres som en statistisk sandsynlighed.

Lad os se pa et terningkast. Der er forelagt en terning, men
der vides intet om hvilke kasteresultater der er opnaet med
den, maske den endnu aldrig har vaeret kastet. Vi véd intet om
terningen, men sa leenge vi ikke har grund til at tro andet, vil vi
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ga ud fra at det er en seedvanlig symmetrisk opbygget terning.
Vi vil derfor antage at i en ideel kasteserie vil de enkelte
gjental forekomme lige tit. | databasen indleegger vi data som
afspejler denne antagelse: Vi indleegger samme antal sedler
med tallet 1, tallet 2, ..., tallet 6. Til eksempel kan vi i data-
basen ngjes med at indlaegge seks sedler i alt, én for hvert af
de seks gjental. Men vi kan ogsa veelge at indlaegge fx 10
sedler for hvert gjental hvis vi af psedagogiske grunde eller af
andre grunde skulle foretraekke det. Det afggrende er blot at
der er lige mange sedler af hver slags.

Herefter kan vi afggre alle spgrgsmal om chancer i det forelag-
te chanceeksperiment ved hjeelp af den opstillede database.
Hver gang vi udtraekker en seddel fra databasen, noterer vi os
hvad der var anfgrt pa sedlen, derefter laegger vi sedlen tilba-
ge far naeste udtraekning finder sted.

Ved situationer med kombinatoriske sandsynligheder etablerer
vi altsa en database som afspejler de ligeveegtede udfald der
indgar i chancesituationen. Der er i dette tilfeelde tale om en
teenkt database, den er ikke bygget op af data fra udferte eks-
perimenter.

| situationer med personlige sandsynligheder kan vi pa samme
made etablere en database af teenkte data. Hvis en ekspert
vurderer en chance til at vaere 15%, kan vi etablere en data-
base der indeholder 100 sedler hvoraf de 15 viser tallet 1, og
de gvrige viser tallet 0. Ved udtraekning af en seddel fra data-
basen er der 15% chance for at sedlen viser tallet 1, svarende
til ekspertens vurdering af den forelagte chance.

Hvis eksperten skulle szette chancer pa en raekke muligheder i
en chancesituation, kunne han fx komme til den vurdering at
mulighed 1 havde en chance pa 10%, mulighed 2 en chance
pa 50%, mulighed 3 og mulighed 4 hver en chance pa 20%.
Ogsa her kunne der nu let etableres en database som gengi-
ver ekspertens vurdering af de fire chancer.
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Vi kan pa denne made opstille en database som afspejler den
forelagte chancesituation. Ved situationer med statistiske
sandsynligheder indeholder databasen de aktuelle observatio-
ner, ved situationer med kombinatoriske eller personlige sand-
synligheder indeholder databasen teenkte data som er opstillet
pa grundlag af de forelagte oplysninger om den bagved liggen-
de chancesituation.

Der er intet i vejen for at vi ogsa ved de statistiske sandsynlig-
heder opstiller en database med teenkte data. Vi kan da blot
sige at de aktuelle data har givet os ideen til indholdet af data-
basen, men vi har ikke fglt os bundet til i alle detaljer at kopie-
re de data der fremkom af det udfarte eksperiment. Ved op-
bygningen af databasen star vi altsa frit, men gnsker vi at vore
beskeeftigelser med chancer skal kunne anvendes til lgsning
af praktiske problemer, ma vi selvfalgelig tage hensyn til hvad
virkeligheden giver os af oplysninger i form af data fra udfarte
eksperimenter.

En opbygning af den elementeere sandsynlighedsregning pa
databaser findes hos en det 20. &rhundredes store statistikere,
J. Neyman [Litteratur afsnit B].

Belysning af hverdagens chancer

| hverdagens chancesituationer kan vi opstille en database
som giver et billede af forelagte chanceforhold. Vi sgrger blot
for at databasen indeholder det rigtige antal sedler af hver
type. At en sandsynlighed er pa 5%, kan vi fortolke saledes:
Det svarer til chancen for at udtraekke en seddel med et 1-tal
fra en database der indeholder 5 sedler med 1-tal og 95 sedler
uden 1-tal.

En sadan database-model vil altid kunne opstille nar hverda-
gens sandsynligheder skal fortolkes og forstas.

Nar vi har etableret en database for en forelagt chancesituati-
on, siger vi at der er opstillet en chancemodel for situationen. |
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denne chancemodel kan vi udfare beregninger og foretage
overvejelser der vedrgrer chancer og risikoer.

Chancemodellen er vort veerktgj i det videre arbejde med
chancesituationen. Hvis vi undervejs i arbejdet far nye oplys-
ninger, kan vi justere databasen sa vi far en chancemodel som
giver et bedre billede af situationen. Ny viden kan pa denne
made fare til chancemodeller som giver et bedre og bedre
billede af den forelagte chancesituation.

Leererens valg

| INFAs chancetekster har vi ikke fremhaevet brugen af data-
baser. Vi finder at anvendelsen af den angivne fremgangs-
made til begrebsudvikling ved hjeelp af databaser ma veere
overladt til lsererens afggrelse. Hvor det findes psedagogisk
gnskeligt, kan undervisningen inddrage overvejelser som ud-
folder sig i tilknytning til databaser der afspejler de forelagte
chancesituationer. | EMMA-temaet "Chancer gennem opteellin-
ger* som giver en indfgrelse i den kombinatoriske sandsynlig-
hed, er derfor benyttet den ssedvanlige beskrivelse med enkle
overskuelige udfaldsrum. Det er her laererens afggrelse om en
supplerende beskrivelse ved hjeelp af databaser vil veere til
statte for elevernes indsigt i chancebegrebet.

| praksis er der ikke langt fra den kombinatoriske sandsynlig-
heds udfaldsrum med lutter ligeveegtede udfald til databasen
med en seddel svarende til hvert af de resultater der forekom-
mer i en serie af udfgrelser af det betragtede chanceeksperi-
ment. Maske databasen med dens handterlige sedler vil fore-
komme nogle elever lidt lettere tilgeengelig end det mere
abstrakte udfaldsrum, som maske endda kan veere fremlagt i
maengdelaerens sprog.

| skolens sandsynlighedsregning kan man ikke blot negligere
fastleeggelsen af databasen (eller udfaldsrummet), og sige at
dette spgrgsmal ikke er veerd at spilde tid pa. Selv i ganske
enkle chanceeksperimenter kan der forekomme afvigende op-
fattelser af den forelagt situation, opfattelser som kan fare til
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forskellige databaser og til forskellige fastseettelser af chancer
for forelagte haendelser. | et senere afsnit kommer vi ind pa
brugen af databaser i arbejdet med sandsynligheder.

4.4 Chanceleerens grundregler

Vi kan nu indfgre den terminologi som vi finder nyttig for vor
beskaeftigelse med chancer og deres beregning. En haendelse
kan vi karakterisere ved en henvisning til data der findes i da-
tabasen. Haendelsen ,Der skal bruges hgjst 5 kast* refererer til
de 58 sedler vi omtalte far. Vi kan selvfglgelig godt her veelge
at gare brug af meengdeleerens begrebsapparat, og definere
haendelser ved henvisning til delmaengder af databasen, men
der er neaeppe i den elementsere undervisning vundet noget
ved en beskrivelse i et sddant sprog. Hvis vi finder det mere
naturligt, kan vi ogsa betragte haendelser som udsagn der ka-
rakteriserer et antal af sedlerne i databasen. Uden at dette
behgver at fare os ind i logikkens begrebsapparat til behand-
ling af udsagn. Ideen er at anvende dagligsproget sa leenge
det slar til, og ikke at opbygge situationer hvor eleven kan
kritiseres for ikke at benytte de autoriserede vendinger: Vi vil
vaere tilfreds med dagligsproget nar blot meningen fremgar
klart af de givhe meddelelser.

Det vil veere intuitivt oplagt hvad der i tilknytning til databasen
forstas ved en sikker haendelse og en umulig haendelse. "Der
skal hgjst bruges 26 kast” er en sikker haendelse i den opstille-
de database, nemlig en haendelse med en chance pa 100%.
"Der skal bruges over 30 kast* er en umulig haendelse. Det
kan ikke - i den foreliggende database - forekomme at der be-
nyttes over 30 kast for at opnd to ens. Heendelsen har en
chance pa 0%. Begrebet "Sikker haendelse og "Umulig haen-
delse” har altsa mening i tilknytning til den forelagte database.
En ny database som opstilles pa grundlag af andre eksperi-
menter, kan have andre sikre og andre umulige heendelser.

Begrebet "Modsat haendelse” eller "Komplementeer haendelse”
kan ogsa illustreres i tilknytning til databasen. Heendelsen "Der
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skal bruges op til 5 kast* har som modsat haendelse "Der skal
bruges mere end 5 kast“. Det er klart at en heendelse og dens
modsatte haendelse tiisammen ma have en chance pa 100%.
Kendes chancen for én af de to haendelser, kendes altsa beg-
ge de to heendelsers chancer.

Videre kan begrebet "Adskilte haendelser” illustreres. Haendel-
seme "Der skal bruges op til 5 kast“ og "Der skal bruges over
20 kast* er adskilte heendelser. Der er ingen seddel i databa-
sen som henviser til begge disse haendelser. Det er intuitivt
klart, gennem henvisning til opteelling af sedler i databasen, at
den chance der tilleegges den samlede haendelse, "Sumhaen-
delsen“ af de to forelagte hzendelser, fas som summen af
chancerne for de to haendelser. | det forelagte tilfaelde vil haen-
delsen "Der skal bruges op til 5 kast eller der skal bruges over
20 kast* altsa have en chance pa 64%, nemlig 58% + 6%.

Hvis vi gnsker det, kan vi nu formulere vore erfaringer i alme-
ne regler for chancer. Lad os benytte de geengse betegnelser
hvor P(H) betegner chancen for haendelsen H (underforstaet:
Haendelse i tilknytning til den givne database). For den mod-
satte haendelse til H benytter vi betegnelsen —H og for sum-
haendelsen til heendelserne A og B benytter vi betegnelsen
"A+B*.

Grundlaget for regning med chancer

Enhver haendelse H udpeger et antal sedler, #(H), fra den fo-
religgende database. Ved chancen P(H) (i relation til den fore-
liggende database) forstar vi da andelen af sedler i databasen
der udpeges af heendelsen, dvs. #(H)/n, hvor n er det samlede
antal sedler i databasen.

31



Vi har da fglgende tre grundlseggende regler for arbejdet med
chancer:

1. For enhver heendelse H geelder:
0 £P(H) £1

2. For en heaendelse H og dens modsatte heendelse —H
geelder:

P(H) + P(-H) =1
3. For to adskilte haendelser A og B geelder:

P(A+B) = P(A) + P(B)

| undervisningen er disse regler ikke afggrende milepaele, og
der er ingen grund til at ggre noget seerligt ud af dem. Deres
gyldighed fremgar direkte af beregningen af chancer i tilknyt-
ning til de opstillede databaser. Man kan med god ret sige at
de tre regler hgrer til den intuitive forforstaelse af chancebe-
grebet som enhver vil have.

De er imidlertid grundregler i den forstand at de kan benyttes
til at karakterisere det faglige omrade der hedder elementeer
sandsynlighedsregning. | en aksiomatisk opbygning vil disse
tre regler (eller nogle tilsvarende) blive sat i spidsen som givne
grundregler for omgangen med sandsynligheder. Fra disse
regler udledes derefter andre regler som kan benyttes ved be-
regningen af sandsynligheder. Grundreglerne fastleegger altsa
en skabelon for sandsynlighedsregningen: Hvis grundreglerne
geelder, sa geelder alle de @vrige regler ogsa.

Nar eleverne derfor senere mgder fagomradet i en mere ab-
strakt opbygning, vil de der kunne genkende de intuitive regler
fra skolens chancelzaere. Erfaringer fra arbejdet med de intuiti-
ve regler vil da kunne overfgres til det nye regi.
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Et ngglebegreb: tilfeeldighed

Det kan veere naturligt at give begrebet "tilfaeldighed” en foran-
kring i tilknytning til det benyttede chancebegreb: At et resultat
er tilfeeldigt, vil i denne sammenhaeng betyde at det er frem-
bragt gennem udtreekning fra en forelagt database.

Vi teenker os at vi kender databasens indhold, og fra denne
database udtraekkes nu ved lodtraekning en seddel som henvi-
ser til et eksperimentresultat. Det opnaede resultat vil vi kalde
"et tilfeeldigt resultat ved det forelagte eksperiment”.

Et tilfeeldigt tal er derfor ikke et tal der "hentes ud af den bla
luft®, det er et tal som forekommer ved udtraekning fra en data-
base hvis indhold vi kender. Vi kan ikke pa forhand vide hvilket
tal der udtraekkes, men vi har kendskab til hvilke tal der vil
kunne udtraekkes.

Det ma bemeerkes at denne sprogbrug ikke stemmer overens
med hverdagens anvendelse af betegnelsen "tilfeeldig”. Men
det er jo ikke en enestaende situation i matematikundervisnin-
gen. Her vil det ofte forekomme at der i fagsproget geres brug
af betegnelser som allerede har deres haevdvundne anvendel-
se i hverdagens sprog.

4.5 Hvordan fortolkes chancerne?

Chancebegrebet er i vor fremstilling knyttet til konkrete databa-
ser. At chancen for en haendelse H er sat til 40%, betyder at i
den tilhgrende database vil 40% af sedlerne veere meerket
med H. Det er vor overbevisning at anvendelse af denne be-
grebsmaessige model som bygger pa en database-beskrivel-
se, giver begynderen en god indsigt i chanceforholdene i den
forelagte chancesituation. Ved vurderingen af haendelsens
mulighed for forekomst kan eleven forestille sig en udtraekning
fra databasen. Haendelsens forekomst er koblet ngje sammen
med udtraekningen af en seddel der er maerket med H.
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| undervisningen vil vi ga ind for at der til stadighed benyttes
sadanne databasebeskrivelser i forbindelse med fortolkningen
af forelagte chancer.

Det vil endvidere veere ngdvendigt at give eleverne et erfa-
ringsgrundlag fra eksperimenter. | it-leeremiljget CHANCE er
der derfor gjort meget ud af at lade eleverne fa erfaringer fra
egne eksperimenter, savel konkrete eksperimenter som com-
putersimulerede. Endvidere fremlaegges data fra eksperimen-
ter udfert af andre. Alle disse eksperimentdata skal give ele-
verne indblik i "de lange seriers lov*: Hvis en haendelse har en
chance péa 40% for at forekomme, sa vil den i en lang serie af
eksperimenter kunne forventes at indtraeffe i ca. 40% af eks-
perimenterne.

Vi laegger altsa op til at eleverne bliver fortrolige med en over-
seettelse af chancer til en forekomst "i det lange lgb“. Ogsa
selv om der ikke foreligger noget langt Igb, vil de ofte kunne
forestille sig den forelagte chancesituation gentaget usendret
et stort antal gange.

Arbejdet med eksperimenter har imidlertid ogsa det formal at
gare eleverne fortrolige med de variationer der kan observeres
fra eksperiment til eksperiment. Det er vigtigt at eleverne er
opmeerksomme pa stabiliteten i lange eksperimentforlgb, men
det er lige sa vigtigt at de er bekendt med de variationer der
kan forekomme nar der foretages sammenligninger af datasaet
af beskedent omfang.

Den rigtige pris

Et hjeelpemiddel i omgangen med chancer er at saette chan-
ceme i forbindelse med spil og gevinster, maske endda i form
af hypotetiske vaeddemal.

Lad os antage at vi har en haendelse H med en chance pa

40%. Vi forestiller os at det forelagt eksperiment udfgres 100
gange. Vi spiller pa haendelsen H: Hver gang H forekommer,
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modtager vi en gevinst pa 1 kr. - Men spillet er ikke gratis, vi
skal betale en pris for at veere med. Hvad er en rimelig pris?

Vi ser pa 100 spil. Lad os teenke os at de forlgber ideelt efter
den givne chancevurdering, saledes at H indtreeffer i 40% af
spillene. H indtreeffer da 40 gange, og den samlede gevinst vil
veere 40 kr.

Hvis spillet skal vaere fair for bade spiller og spillebank ma
prisen derfor veere 40 gre pr. spil. | s& fald balancerer regnska-
bet jo for begge parter.

Nar vi spiller pa en heendelse der har chancen 40% for at
forekomme, kan vi altsd ga med til en pris pr. spil der er 40%
af gevinsten. Denne pris vil vi benaevne "den rigtige pris"”.

Overvejelser over den rigtige pris i spillet om en haendelse vil
ofte kunne tilfgre elevernes chanceforstaelse en ny facet. Ved
chancevurderinger kan fastseettelsen af spillets rigtige pris, og
dermed af haendelsens chance, give anledning til mange vur-
deringer. Isaer hvis det forlanges at eleven efter at have fastsat
prisen skal veere ligeglad med om han i spillet far tildelt spille-
rens rolle eller spillebankens.

Hvor solidt er det intuitive chancebegreb?

Nar chancebegrebet knyttes sa neert til databaser og til ud-
traekning fra sddanne baser, er det selvfalgelig afgarende at
eleverne har et intuitivt chancebegreb som seetter dem i stand
til pa fornuftig vis at omgas med situationer der vedrgrer over-
vejelser over chancer ved tilfeeldig udtagelse fra databaser.
Det har veeret vort udgangspunkt i INFA-projektet at en beskri-
velse af chancer i tilknytning til sddanne udtagelser fra over-
skuelige dataseet ville have gode muligheder for at veere
grundlaget i en paedagogisk opbygning af chanceleerens fag-
omrade. Det var endvidere vor overbevisning at eleverne
allerede i en tidlig alder ville veere i besiddelse af et chance-
begreb som der med nogen sikkerhed kan bygges pa i tilknyt-
ning til udtagelse fra sddanne databaser.
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For at efterprgve disse antagelser neermere blev der i INFA-
regi gennemfart en undersggelse til belysning af barns chan-
cebegreb. Denne undersggelse og dens resultater er neermere
beskrevet i publikationen "Bgrns chanceintuition belyst gen-
nem matematikspil" [Litteratur afsnit E]. Nogle resultater omta-
les neaermere i del 2 i tilknytning til omtalen af chancespillet
Statspil.

4.6 Chancetreeer - det centrale hjeelpemiddel
Chanceeksperimenter vil ofte veere sammensatte af et antal
deleksperimenter: Fgrst udfgres deleksperiment 1, derefter
deleksperiment 2, osv. Til illustration af en sadan sammensat
proces indfgres chancetreeet.

A2 020 1

A1 040 B2 030 2

C2 050 3

N AZ D40 4
B1  0.60 B2 040 5

C2 020 6
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Treeet er et billede af et chanceeksperiment som er sammen-
sat af to deleksperimenter: | farste deleksperiment kan fore-
komme to haendelser A1 og B1, i anden deleksperiment kan
forekomme tre haendelser A2, B2 og C2. Traeet viser de 6 mu-
ligheder der kan foreligge, svarende til traeets 6 grene.

Saledes viser den gverste gren i traeet det eksperimentforlgb
der svarer til at haendelse Al forekommer i farste deleksperi-
ment og heendelse A2 forekommer i andet deleksperiment. De
6 grene svarer til 6 adskilte haendelser ved eksperimentet. Ved
hver udfgrelse af eksperimentet vil forekomme netop én af de
6 heendelser, svarende til én bestemt af de 6 grene i traeet.

Pa treeets grenstykker er angivet talveerdier: De henviser til
den database der hgrer til chanceeksperimentet og til treeet.

Lad os teenke os at vi har en database med 100 sedler. Pa far-
ste forgrening i traeet finder vi tallene 0.40 og 0.60. Tallet 0.40
pa grenstykket Al angiver at af databasens 100 sedler er der
40 hvorpa der star Al. Pa de gvrige 60 sedler star der B1.

Reducerede databaser

Vi gar nu videre i traeet. Vi gar ud ad den gren hvorpa der star
Al. Ved forgreningspunktet kommer vi til tre grenstykker hvor-
pa der star A2, B2 og C2. Pa disse tre grenstykker finder vi tal-
lene 0.20, 0.30 og 0.50. De tre tal henviser ikke til forholdene i
den oprindelige database med de 100 sedler, men til den
reducerede database der bestar af de 40 sedler hvorpa der
star Al. | denne reducerede database fortzeller de tre tal os at
der star A2 pa 20% af sedlerne, B2 pa 30% af sedlerne og C2
pa de gvrige 50 % af sedlerne. Af de 40 sedler i den reducere-
de database er der derfor 8 hvorpa der star A2, der er 12 hvor-
pa der star B2, og der er 20 hvorpa der star C2. Den reducere-
de database, Al-databasen, indeholder altsa falgende sedler:

Al-databasen (i alt 40 sedler):

A2: 8 sedler B2: 12 sedler C2: 20 sedler
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Nar vi vil angive chancer ud fra optaellinger i databasen, benyt-
ter vi falgende skrivemade som viser om vi teenker pa hele da-
tabasen eller pa den reducerede database:

P(A1) = 0.40 P(A2|A1) = 0.20

Den fgrste angivelse forteeller at i den totale database er chan-
cen 0.40 eller 40% for at udtreekke en seddel hvorpa der star
Al. Den anden angivelse forteeller at i den database der er
reduceret til kun at omfattede sedler hvorpa der star Al, er der
en chance pa 0.20 eller 20% for at udtraekke en seddel hvorpa
der star A2.

Tilsvarende har vi: P(B2|Al) = 0.30 og P(C2]|Al) =0.50. 1 Al-
databasen er der en chance pa 0.30 eller 30% for at udtraekke
en seddel hvorpa der star B2, og en chance pa 0.50 eller 50%
for at udtraekke en seddel hvorpa der star C2.

Den gvrige del af treeet svarer til den database der er reduce-
ret til at omfatte de 60 sedler hvorpa der star B1. Af treeets tal
ser vi at af de 60 sedler i B1-databasen er der 40% hvorpa der
star A2, der er ogsa 40% hvorpa der star B2, og der er 20%
hvorpa der star C2. Denne A2-database indeholder derfor 24
sedler hvorpa der star A2, 24 sedler hvorpa der star B2, og 12
sedler hvorpa der star C2. | den reducerede database har vi
altsa:

Bl-databasen (i alt 60 sedler):
A2: 24 sedler B2: 24 sedler C2: 12 sedler

Pa denne made opbygges et chancetrae: Pa hvert grenstykke
angives chancen for at grenstykkets haendelse indtraeffer nar
vi udtraekker en seddel fra den foreliggende database. | farste
forgrening er det den totale, ureducerede database, ved de ef-
terfolgende forgreninger er det en reduceret database, svaren-
de til den vej vi er gdet gennem traeet.
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De tal der star anfert pa en forgrening i treeet vil altid have
summen 1. Det betyder at treeet giver os et fuldsteendigt bille-
de af det sammensatte eksperiment, det indeholder oplysnin-
ger om alle de haendelser der kan indtreeffe i de enkelte del-
eksperimenter. Og ved hvert eksperimentforlgb vil én af for-
greningens haendelser forekomme.

Treeet og databasen er to udtryk for samme sag, de giver beg-
ge oplysninger om de foreliggende chancer i det sammensatte
eksperiment. Men treeet vil ofte veere et bedre hjeelpemiddel i
arbejdet med haendelser der kan forekomme ved det bagved
liggende eksperiment.

4.7 Chanceberegninger i treeet
Vi vil nu se hvordan vi kan udfgre chanceberegninger ved
hjeelp af det givne tree. Dette foregar ved hjeelp af tre regler.

Produktreglen

Vi gnsker fx at beregne chancen for at bade haendelsen Al og
heendelsen B2 indtreeffer ved en udfgrelse af det sammensatte
eksperiment. Denne hzendelse, "Bade Al og B2, vil vi angive
ved: A1*B2.

Chancen for haendelsen A1*B2 kan vi teenke os beregnet
saledes: Der er en andel pa 0.40 af sedlerne i databasen der
viser betegnelsen Al, og af dem er der en andel pa 0.30 der
viser B2, altsa er der en andel pa 0.40*0.30 = 0.12 af sedlerne
i den totale database der viser bade Al og B2. Men de to tal
0.40 og 0.30 finder vi i treeet netop som chancer pa den gren
der svarer til at farst indtraeffer A1, og derefter indtreeffer B2.

Vi har dermed:  P(A1*B2) = P(A1)*P(B2|Al)

Ved beregning af chancen for en haendelse af denne slags
hvor bade det ene og det andet skal indtreeffe, behgver vi altsa
blot at finde den pageeldende gren i treeet og derefter multipli-
cere de tal der er anfgrt pa grenstykkerne pa denne gren. At
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denne fremgangsmade giver det rigtige resultat, haenger sam-
men med den made hvorpa treeet giver et billede af den tilhe-
rende database.

For hver af traeets grene kan vi nu beregne en chance. Vi mul-
tiplicerer de tal der star pa grenen og far derved chancen for
den heendelse der svarer til denne gren:

A2 0.20 1 0.0800

A1 040 B2 0.30 2 0.1200

C2 040 3 0.2000

N A2 0.40 4 0.2400
B1  0.60 B2 0.40 5 0.2400

c2 0.20 6 0.1200

Her kan vi for hver af de seks grene se hvilken chance den til-
svarende heendelse har i den hele database. Af treeet ser vi fx
at chancen for heendelsen A1*A2 er 0.08, vi ser at chancen for
haendelsen A1*C2 er 0.20, og at chancen for haendelsen
B1*C2 er 0.12.
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Traeet vil kunne hjeelpe eleverne til at skelne mellem chancer-
ne for at bade Al og B2 indtreeffer, og chancen for at B2 ind-
treeffer nar det vides at Al indtreeffer. Den farste chance er gi-
vet ved P(A1*B2), den anden ved P(B2|Al). De to chancer
kan let angives ud fra treeets tal. | dagligt sprog kan det ofte
veere sveert at afggre om det er den ene eller den anden af de
to heendelser der er pa tale, men i chancetraeet optreeder de
pa en sadan made at de ikke skulle kunne forveksles.

Sumreglen

Hvis vi gnsker at finde chancen for haendelsen C2, skal vi blot
finde de grene i treeet som indeholder betegnelsen C2. Det er
gren nr. 3 og gren nr. 6. Tallene pa de to grene forteeller os at
der blandt databasens 100 sedler er 20 hvorpa der star Al og
C2, og der er 12 hvorpa der star B1 og C2. Der er altsa i alt 32
sedler i databasen som indeholder betegnelsen C2. Chancen
for haendelsen C2 er derfor 0.32. Dette tal er netop summen af
de to chancer for gren nr. 3 og gren nr. 6: 0.20 + 0.12 = 0.32.

Af sammenhaengen mellem tree og database kan vi se hvor-
dan vi i treeet kan beregne chancen for en haendelse: Vi finder
alle de grene i treeet som svarer til denne haendelse, derefter
beregner vi summen af chancerne for disse grene.

Reduktionsreglen

Treeet er opbygget saledes at vi i farste forgrening har haen-
delserne Al og B1, og i neeste forgrening har vi haendelserne
A2, B2 og C2. Af treeets tal kan vi derfor straks se hvad
chancen er for at haendelsen B2 forekommer nar vi véd at Al
forekommer. Af treeet har vi jo: P(B2|A1) = 0.30. Eller udtrykt i
database: | Al-databasen vil 30% af sedlerne indeholde be-
tegnelsen B2.

Men hvad nu hvis vi i stedet gnsker at se pa B2-databasen,
altsa den database som bestar af alle de sedler som indehol-
der betegnelsen B2? Hvor mange af sedlerne i denne databa-
se vil ogsa indeholde betegnelsen A1? Med andre ord: Hvad
er chancen P(A1|B2)?
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Denne chance kan ikke afleeses i treeet. Det ville jo kreeve at
treeet var opbygget saledes at hzendelsen B2 var anfart til
venstre for haendelsen A1, og sadan er traeet ikke udformet.
Men vi kan alligevel beregne den sggte chance. Lad os teenke
os at treeet var udformet pa den gnskede made. Sa ville vi ef-
ter produktreglen have:

P(B2*Al) = P(B2)*P(A1|B2)

Men vi har fra vore beregninger ovenfor allerede kendskab til
P(B2*Al), som jo er det samme som P(A1*B2). Derfor har vi:

P(B2)*P(A1|B2) = P(Al)* P(B2|Al1)
Heraf far vi for den sggte chance:

P(A1|B2) = P(A1)*P(B2|Al)/ P(B2)
Hvis vi indseetter talveerdier fra treeet far vi:

P(A1|B2) = 0.40% 0.30/0.36 = 1/3

Beregningen viser altsd at 1/3 af sedlerne i B2-databasen
indeholder betegnelsen Al. Eller med andre ord: Hvis vi véd at
haendelsen B2 forekommer, sa er der en chance pa 1/3 for at
haendelsen Al ogsa forekommer.

Udtrykket for P(A1|B2) viser os hvordan vi kan regne "bag-
lzens” i treeet. Nar blot et trae er opstillet, kan vi ved hjeelp af
beregninger finde de chancer som svarer til reducerede data-
baser som ikke umiddelbart afspejles i treeet. Vi vil derfor kalde
den fundne regel for reduktionsreglen.

| den teoretiske sandsynlighedsregning vil sandsynligheder
der beregnes ud fra reducerede databaser, betegnes som "be-
tingede sandsynligheder®. De regler der er opstillet ovenfor, vil
alle kunne overfgres direkte pa betingede sandsynligheder.
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Reduktionsreglen vil der optreede under navnet '‘Bayes’ seet-
ning“. Alle de resultater der i den elementaere sandsynligheds-
regning udledes vedrgrende betingede sandsynligheder, vil
have gyldighed for beregning af chancer i tilknytning til reduce-
rede databaser.

En fremstilling af den elementaere sandsynlighedsregning, her-
under udledning af regler for regning med betingede sandsyn-
ligheder, findes i Malmberg: Elementser Sandsynlighedsreg-
ning 1 [Litteratur afsnit B].

4.8 Samspillet mellem haendelser

Ved hjeelp af reducerede databaser kan vi illustrere nogle be-
greber der kan veere til nytte i omgangen med haendelser og
deres chancer.

Lad os teenke os to heendelser A og B som begge kan fore-
komme i forbindelse med et eksperiment.

Det kan da ske at forekomsten af den ene forhgjer chancen for
at den anden forekommer, forstaet saledes:

P(AIB) > P(A)

Altsd at chancen for A i den database der er reduceret til at
omfatte de situationer hvor B forekommer, er stgrre end chan-
cen for A i den ureducerede database. Med andre ord: Nar vi
véd at B forekommer, s& har A en stgrre chance for at fore-
komme end nar vi intet véd.

Vi vil i en s&dan situation sige at heendelsen B statter haendel-
sen A: "At heendelsen B forekommer, foragger chancen for at A
forekommer.”

Pa tilsvarende made fastleegger vi hvad det vil sige at haendel-
sen B sveekker haendelsen A:

43



P(A|B) < P(A)
"At heendelsen B forekommer, formindsker chancen for at
haendelsen A forekommer.” Eller: Nar vi véd at B forekommer,
sa har A en mindre chance for at forekomme end nar vi intet
véd.
Fra reduktionsreglen har vi fglgende sammenhaeng:

P(A|B) = P(A) * P(BJA) / P(B)
som ved omflytning bliver til:

P(A|B) P(A) = P(B|A)/ P(B)
Hvis udtrykket pa venstre side af lighedstegnet har en veerdi
der er starre end 1, sa har udtrykket pa hgjre side det ogsa.

Med andre ord: Hvis B stgtter A, sa statter A ogsa B.

Af samme omskrivning ser vi at hvis haendelsen B sveekker
heendelsen A, sa sveekker A ogsa B.

Vi kan derfor tale om at to haendelser stgtter hinanden, eller at
to heendelser sveekker hinanden.

| treeet ovenfor har vi:

P(B2)=0.36 og P(B2|A1)=0.30
Haendelsen A1l svaekker altsa haendelsen B2. Nar Al forekom-
mer, har B2 en mindre chance for at forekomme end nér vi
intet véd om forekomsten af Al.

Tidligere har vi beregnet:

P(A1|B2) = 1/30g P(Al)=0.40
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hvilket bekraefter at haendelsen B2 svaekker haendelsen Al.

To haendelser der hverken statter hinanden eller svaekker hin-
anden, kaldes uafheengige haendelser. Hvis A og B er to uaf-
heengige haendelser, sa vil chancen for A veere den samme
uanset om B forekommer eller ej: P(A|B) = P(A). Tilsvarende
geelder i denne situation: P(B|A) = P(B). - "Nar to haendelser er
uafheengige, vil forekomsten af den ene veere uden indflydelse
pa chancen for at den anden forekommer.*

Det skal bemaerkes at adskilte heendelser ikke er uafheengige
heendelser, de er derimod haendelser som sveekker hinanden.
Nar det vides at den ene forekommer, er det udelukket at den
anden forekommer.

4.9 TR/A -etedb-program

Til stette for elevernes arbejde i INFA-projektet med chance-
traeer er udviklet et edb-program TR (og en enklere udgave:
AESKE). Her kan fastleegges et chancetrae med en given struk-
tur. Eleverne seetter derefter chancer pa de enkelte grenstyk-
ker, og programmet kan nu udfare de beregninger som opstar
i tilknytning til anvendelsen af chancetraeer, dvs. programmet
kan udfgre beregninger efter de tre regler: Produktreglen,
sumreglen og reduktionsreglen.

TR/ kan sdledes beregne chancer for hver af treeets grene,
og det kan beregne chancer for angivhe haendelser ved at
finde de grene der svarer til disse haendelser. Endvidere kan
TRA foretage beregninger efter reduktionsreglen. Det kan
dermed foretage udregninger af chancer inden for de reduce-
rede databaser som eleven gnsker at se naermere pa.

Af hensyn til overskueligheden er chancetraeernes starrelse i
TRZ begreenset til tre deleksperimenter og til treeer med hgjst
27 grene. Dette er dog ikke nogen veesentlig begraensning i
anvendelsen af TRA. Sigtet med programmet er primeert at
give eleverne mulighed for at blive fortrolige med sammen-
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haengen mellem database og chancetrae, og denne fortrolig-
hed opnas bedst i situationer hvor opbygningen af begge disse
hjeelpemidler kan overskues.

Her er et chancetrae som beskriver en situation med hvori der
indgar tre deleksperimenter:

A3 0.60 1
A2  0.20
B3 0.40 2
A3 0.60 3
A1 040 B2 0.30
B3 0.40 4
A3 0.60 5
C2 0450
B3 0.40 6
A3 050 7
A2 040
B3 0.50 8
A3 050 9
B1 0.60 B2 0.40
B3 0.50 10
A3 050 11
c2 0.20
B3 0.0 12

| farste deleksperiment kan forekomme to haendelser Al og
B1, i andet deleksperiment kan forekomme tre haendelser A2,
B2 og C2, og i tredje deleksperiment kan forekomme to heen-
delser A3 og B3.
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Af treeet fremgar hvad sandsynlighederne for de enkelte haen-
delser er. Bemeaerk fx at P(B2|Al) og P(B2|B1) har forskellige
veerdier, den farste er 0.30, den anden 0.40.

TRA kan beregne chancer ved hjeelp af sumreglen, fx chan-
cen for C2:

B o nan 1
[ 0. F32a0 [ ]
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Al an 3
afl @40 g LW
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A3 lEn 5 (IR
Lo L]
Bl kA0 & [N
A3 BEn 7
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A3 BEn L]
B @E0 ar ek
Bl RSs0 L]
|
a1 msn " 0G0
Hendelew - CIz @.3300 o0
Godkemd 7 B s gra n.0Gsn
[T | X w3 |
2 S

Det ses at haendelsen C2 udggres af fire grene i traeet: gren
nr. 5, nr. 6, nr. 11 og nr. 12. Den samlede sandsynlighed pa
disse grene er 0.32, som anfart til venstre pa skeermbilledet.

Nedenfor er treeet reduceret til kun at omfatte B3-databasen.
denne database er chancen for C2 beregnet.
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Det ses i skemaet til venstre at den samlede sandsynlighed pa
det reducerede tree er 0.46. | dette tree laegger haendelsen C2
beslag pa 0.14, nemlig 0.08+0.06. Sandsynligheden for C2 i
det reducerede trae er derfor 0.14/0.46, dvs. 0.3043 som anfart
pa skaermbilledet.
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Skulle eleverne bede om en reducering der svarer til en tom
database, fx reduceringen til A1*B1l-databasen, vil program-
met meddele at der ikke kan hentes oplysninger fra en saddan
database.

TRA sarger for at de pageeldende beregninger udfares efter
de opstillede regler. Eleverne kan derfor koncentrere sig om
de begrebsmeaessige aspekter i sagen. De kan afprgve en raek-
ke ideer uden at dette giver anledning til at de skal ud i tidkrae-
vende tegnerier og beregninger. Og de kan ga pa opdagelse i
chancetraeet: undersgge nye haendelser og forsgge at give en
fortolkning af hvad der gemmer sig i dem, og overveje hvilke
praktiske konsekvenser der ligger i de beregnede chancer.

TR bliver pa denne made et veerktgj der kan benyttes i en
lang reekke af chancesituationer, og specielt ofte de situationer
som i en elementeer undervisning kan fagre ud over de helt ba-
nale eksempler. Da TRA bygger pa metoder der kan fremleeg-
ges og anskueligggres gennem konkrete databaser, opfylder
programmet alle betingelser for at kunne indgad som et centralt
hjeelpemiddel i arbejdet med den indledende undervisning i
sandsynlighedsregning. Det er pa denne baggrund INFA-pro-
jektet har anvendt programmet i arbejdet med emner fra sand-
synlighedsregningen.

4.10 Ny viden - ny database

Gennem anvendelsen af chancetreeer far eleverne mulighed
for at blive fortrolige med at ny viden kan fare til nye databaser
og dermed til nye chanceberegninger.

Her er et eksempel pa et chancetree som afspejler forholdene i
databasen hos et bilforsikringsselskab.
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1 0.80 1
A 0.90

51 0.20 2

1 0.25 3
u 0.10

51 075 4

Forsikringsselskabet har to typer af kunder: Den almindelige
bilist og "ulykkesfuglen®. De almindelige bilister udger 90% af
forsikringsselskabets kunder, medens ulykkesfuglene udgar
de gvrige 10%.

En almindelig bilist har en risiko pa 20% for i Igbet af et ar at fa
skader som forsikringsselskabet skal daekke. En ulykkesfugl
har derimod en risiko pa 75% for at fa en skade i lgbet af en
periode pa et ar.

Disse forhold er angivet i chancetraeet. A betyder almindelig

bilist, U betyder ulykkesfugl. 11 betyder ,Ingen skade det fgrste
ar“, S1 betyder ,Skade det farste ar".
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Vi vil nu benytte programmet TR/E til beregninger i det forelag-
te chancetree. Lad os antage at vi star over for en bilist som
netop er blevet kunde i forsikringsselskabet. Om denne kunde
véd man intet pa forhand. Chancen for at han er en almindelig
bilist er derfor givet ved chancen for haendelsen A:

P(A) = 0.90

Nu gar der et ar, og vi far ny viden om bilisten. Vi far at vide at
han i Igbet af det fgrste ar havde en skade som forsikrings-
selskabet skulle deekke.

Med denne nye viden gnsker vi at nyvurdere chancen for at
bilisten er en almindelig bilist og ikke en ulykkesfugl. Vi lader
derfor TRAE udregne fglgende chance:

P(A|S1) = 0.7059

Med den nye viden om bilisten ser vi at vi far et nyt tal for hans
chance for at vaere en almindelig bilist. Chancen er nu gaet
ned fra 90% til ca. 70%. Den nye vurdering skyldes at vi efter
at have faet oplysning om hans farste ar ikke mere anvender
den ureducerede database, men i stedet den database der er
reduceret til at omfatte alle dem der har skade farste ar, dvs.
Sl-databasen.

Vi indsamler flere data

Vi udvider nu undersggelsen til at omfatte yderligere et ar. Her
er traeet som beskriver forsikringstagernes to farste ar i forsik-
ringsselskabet. Vi forudseetter at der ingen pavirkning er fra
det ene ar til det andet. Ulykkesfugle bliver derfor ved med at
have den samme risiko for at padrage sig skader, ,de forbed-
rer sig ikke".
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12 0.80 1
11 0.80
52 0.20 2
a 0.90
12 0.80 3
51  0.20
52 0.20 4
12 0.25 5
11 0.25
§2 075 6
u 0.10
12 0.25 7
51 075
52 075 8

Vi lader nu TRA udregne chancen for at der er tale om en
almindelig bilist, nar det vides at bilisten havde skade bade 1.
arog 2. ar:

P(A|S1*S2) = 0.3902

Igen har vi kunnet revidere vor vurdering pa grund af de nye
data der foreligger. Efter to ar med skade vurderer vi at chan-
cen for at der er tale om en almindelig bilist nu kun er ca. 39%.
Der er altsa en risiko pa ca. 61% for at der er tale om en ulyk-
kesfugl.

Hvis vi gnskede at falge bilisten over nogle flere ar kunne vi
etablere et chancetree som tager udgangspunkt i de oplysnin-
ger vi allerede har. Vi kunne altsa benytte et trae som starter
saledes:
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11 0.80 1
A 0.39

S1  0.20 2

1 0.25 3
u 0.61

1 0.75 4

Dette tree viser at i den benyttede database er der en chance
pa 39% for at bilisten er en almindelig bilist, medens chancen
for at der er tale om en ulykkesfugl er 61%. Traeets anden for-
grening viser at vi stadig benytter de samme skadefrekvenser
som i det foregaende tree.

4.11 HYPOTESE - ,at leere af erfaringer*

Anvendelsen af reducerede databaser er et udtryk for at ny vi-
den farer til nye chancevurderinger, eller sagt pa en anden
made: Man lzerer gennem erfaringer.

Til arbejdet med hypoteser og vurderingen af dem gennem
indsamlede data er udviklet et seerligt program, HYPOTESE.
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Her er et tree fra HYPOTESE som illustrerer den tidligere be-
skrevne situation med ulykkesfugle og almindelige bilister.

| ose00
H1 00
5 nzem
e
W i
5 L 500

Der foreligger to hypoteser, H1 og H2. Hypotesen H1 gar ud
pa at der er tale om en almindelig bilist og H2 at der er tale om
en ulykkesfugl. De to hypoteser har pa det tidspunkt hvor der
endnu ikke er indsamlet data om bilistens karsel, en sand-
synlighed pa henholdsvis 0.90 og 0.10. Vi vil udtrykke det s&
ledes: Hypotesen H1 har en trolighed pa 90% og H2 har en
trolighed pa 10%.

Af treeet ser vi at der kan foreligge to slags data, | og S. | star
for "Ingen skade*, S star for "Skade“. Af treeet fremgar at sand-
synligheden for S for en almindelig bilist er 0.20, og at sand-
synligheden for S for en ulykkesfugl er 0.75. Vi vil sige at H1's
tendens for S er 20%, medens H2's tendens for S er 75%.
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Vi kan nu undersgge hvorledes troligheden af de to hypoteser
aendres efterhdnden som der indlgber statistik om bilistens
kersel i de enkelte ar.

Vi indtaster i programmet et S som angivelse af at bilisten hav-
de en skade i det farste ar. Herefter opdateres traeet ud fra de
nye oplysninger:

| L]
HY  mesn 2Am
o
5 paen
| 1.2 50
HZ  mER 1
)
5 osen
L agetsarmn
1
8§  lgmn

Vi ser nu at troligheden for H1 har aendret sig til 0.7059 fra de
tidligere 0.9000. (Det oprindelige tal er pa treeet anfgrt under
den aktuelle veerdi). Samtidig er troligheden for H2 steget fra
0.1000 til 0.2941.

Pa treeet ser vi ogsa at hypotese H1 har en trolighed der er
2.40 gange sa stor som H2's trolighed. Tallet 2.40 pa treeet er
de sakaldte odds for hypotesen H1.

Vi indtaster nu igen et S for at angive at ogsa det andet ar
farte til en skade for bilisten. Herefter ser treeet saledes ud:
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Nu er troligheden for H1 faldet til 0.3902, medens troligheden
for H2 er steget til 0.6098. Vi ser ogsa at det nu er H2 der har
den starste trolighed af de to hypoteser, odds for H2 i forhold
til H1 er 1.56:1.

Endelig ser vi pa hvad et tredje ar med skade betyder for de to
hypotesers trolighed:

| AN
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g A
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I
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|
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Nu er troligheden for H1 faldet til under 15%, og falgelig er tro-
ligheden for H2 steget til over 85%. Odds for H2 i forhold til H1
er 5.86:1.

Pa denne made kan eleverne eksperimentere med indtastning
af data. Efter tre ar med skader kommer der maske et ar uden
skader. HYPOTESE vil straks vise hvad dette betyder for de to
hypotesers trolighed.

Det er i HYPOTESE et krav at hypotesernes tendenser for de
to muligheder | og S ikke aendres undervejs. Der er altsa ar
efter &r den samme sandsynlighed for skade: Den almindelige
bilist har en tendens for S pa 0.20, medens ulykkesfuglen har
en tendens for S pa 0.75. - Det der aendrer sig ar for ar, er
troligheden af de opstillede hypoteser, nye data ferer til nye
troligheder for hypoteserne. Vi far ny viden fra de nye data, "vi
leerer af indhentede erfaringer*.
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5. En leeseplan

| lys af det ovenstaende skal her gives et forslag til hvordan en
undervisning i sandsynlighed og statistik i skolen kunne udfor-
mes med hensyn til

Indhold - Hjeelpemidler - Arbejdsformer

Forslaget vil veere sigtemeerke for den efterfglgende opbyg-
ning af it-leeremiljget CHANCE.

Undervisningen i folkeskolen i emner fra statistik og sandsyn-
lighedsregning vil med fordel kunne forega under udstrakt ind-
dragelse af hjeelpemidler fra it. Dette geelder ikke blot for arbej-
det pa& de hgjere klassetrin, ogsa i den indledende beskeaefti-
gelse med de faglige emner kan it veere et veerdifuldt fagligt og
paedagogisk hjeelpemiddel.

Undervisningen i statistik og sandsynlighedsregning bar veere
preeget af aktiviteter af eksperimenterende og afprgvende
karakter. Eleverne vil i dette fagomrade have rig lejlighed til at
arbejde pa en made hvor de opstiller antagelser, hvor de un-
dersgger sammenhaenge, hvor de geetter og efterprgver deres
geet, og hvor de gennem erfaringer udtrykt ved foreliggende
data uddrager konklusioner som kan danne udgangspunkt for
nye antagelser og nye faglige aktiviteter.

Fagomradet giver gode muligheder for en undervisning der
inddrager eksempler fra elevernes egen erfaringsverden.
Gennem sadanne indslag kan eleverne opna faglig indsigt i
nogle af de mange hverdagssituationer der indebaerer overvej-
elser over chancer og risikoer.

Arbejdet med fagomradet vii med fordel kunne inddrage

hjeelpemidler fra it nar det gaelder beskaeftigelsen med opbyg-
ningen af de fundamentale begreber. Dette kan fx gares gen-
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nem edb-spil som er specielt tilrettelagt med paedagogiske for-
mal for gje.

Ogsa ved arbejdet med matematiske modeller, her i form af
chance-modeller, er it et uundveerligt veerktgj. Gennem edb-
programmer som er specielt tilrettelagt med sigte pa en ele-
menteer undervisning, vil eleverne fa et hjeelpemiddel i heende
som kan give dem adgang til et bredt repertoire af fagomra-
dets anvendelser.

Sadanne edb-programmer kan udggre kernen i de faglige
veerktgjer i skolens undervisning i emner fra statistik og sand-
synlighedsregning. Eleverne kan gennem valg af parametre
tilpasse edb-modellen til den foreliggende praktiske situation,
og de kan gennem indsamling af data fra computerkegrsler
skaffe sig viden som kan danne grundlag for efterfglgende for-
tolkninger og forudsigelser.

Arbejdet med edb-programmer af denne art vil give gode
muligheder for at lade eleverne fa indblik i fordele og ulemper
ved anvendelsen af matematiske modeller til lgsning af virke-
lighedens problemer.

Arbejdet med data

| arbejdet med statistik skal eleverne fa erfaringer med at ind-
samle, organisere og beskrive data. Den statistiske fremlaeg-
gelse af data sker i form af grafer, tabeller og meerketal.
Arbejdet med data kan tage sit udgangspunkt i data der opstar
i forbindelse med eksperimenter som eleverne selv udfarer.
Og fremleeggelsen af data kan bygge pa mange forskellige for-
mer for beskrivelser, ogsa sddanne som ggr brug af konkrete
materialer.

Eleverne skal gennem arbejdet med de statistiske emner blive
fortrolige med at uddrage oplysninger fra forelagte datamateri-
aler. Det er derfor vigtigt at de benyttede data ikke optreeder
lgsrevet fra praktiske situationer, men at de forekommer i sa-
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danne sammenhgenge at en meningsfyldt fortolkning af dem er
mulig.

Ved arbejdet med den statistiske beskrivelse af data kan ele-
verne benytte edb-programmer som gar brug af faglige begre-
ber og beskrivelsesmidler der er afpasset efter elevernes ni-
veau.

Det er vigtigt at eleverne bliver fortrolige med at gere brug af
statistikker der opstar i forbindelse med anvendelsen af edb-
programmer. | hverdagen vil dette veere den almindelige berg-
ring med statistik: At fortolke og forstd beskrivelser som er
udarbejdet og fremlagt af andre. Anvendelsen af simulerings-
programmer i forbindelse med chancesituationer vil give elev-
erne rig lejlighed til at arbejde med opgaver hvor de skal ud-
drage information fra programmets statistikker.

Det er vigtigt at eleverne ser at enhver statistisk bearbejdelse
af et datamateriale indebaerer en reduktion af informations-
meengden: Der vindes i overblik, men der mistes i detaljer.
Eleverne kan herigennem erfare at der i valget af statistisk
beskrivelse kan blive taget afgarelser som har indflydelse pa
veerdien og brugbarheden af det fremlagte materiale.

Arbejdet med sandsynligheder

Det er en erfaring at bade barns og voksnes intuition med hen-
syn til forhold der involverer sandsynligheder, er ganske lgst
funderet. Det vil derfor veere en vigtig opgave for undervisnin-
gen at give eleverne mulighed for at arbejde med et righoldigt
udvalg af situationer som kan bidrage til at stgtte deres chan-
ceforstaelse og chancefornemmelse.

Denne udgangssituation for undervisningen ggar det oplagt at
lade eleverne prgve deres umiddelbare evner til at foretage
chancevurderinger. Arbejdet med en chancesituation kan der-
for ofte indledes med elevernes gaet pa de forventede resulta-
ter. Efter dataindsamling tages geettene op til vurdering, med
drgftelse af mulige forklaringer pa de foretagne observationer.
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En sadan arbejdsform med ,Geet - Undren - Forklaring” kan
veere meget givende i behandlingen af emner fra dette fagom-
rade.

Centralt i undervisningen ma sta arbejdet med begreberne
usikkerhed, sandsynlighed og variation. Eleverne ma erfare
stabiliteten i resultater fra lange eksperimentserier, og de ma
fa kendskab til de variationer der kan forventes at forekomme
ved korte serier af eksperimenter.

Sandsynlighedsbegrebet i skolen kan med fordel knyttes til et
databasebegreb (se afsnit 4.3) saledes at sandsynligheder
kan beskrives og fortolkes i tilknytning til en forelagt samling af
data. Dette saetter det statistiske sandsynlighedsbegreb i spid-
sen i undervisningen og giver samtidig gode muligheder for at
eleverne vil opleve arbejdet med data og simuleringer ved
edb-programmer i en meningsfyldt sammenhaeng.

Arbejdet med sandsynligheder kan i udpraeget grad stettes
gennem inddragelse af it. Til det centrale veerktgj ved under-
visningen i sandsynlighedsregning ma hgre edb-programmer
som kan efterligne chanceeksperimenter med lodtreekninger
og stikprgveudtagelser, og som kan indsamle data og opstille
statistikker fra serier af udfgrelser af sddanne eksperimenter.
Netop disse typer af anvendelser forekommer hyppigt i forbin-
delse med hverdagens brug af sandsynligheder.

Sadanne programmer kan endvidere veere gode hjeelpemidler
ved arbejdet med at give eleverne forstaelse af hverdagens
chancestgrrelser, som fx chancerne for forekomsten af sjeeld-
ne haendelser. Gennem edb-simuleringer kan eleverne opna
meningsindhold i chanceudsagn som "1 ud af 100“ eller
"Gevinst pa hvert 25. lod“.

Til arbejdet med fagomradets fundamentale begreber vil chan-
cetreeer veere et formidabelt hjeelpemiddel. Gennem indleden-
de - manuelt behandlede - eksempler kan eleverne fa indsigt i
chancetraeets opbygning og dets anvendelsesmuligheder.
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Derefter kan det tegnemeessige og beregningsmeessige arbej-
de overtages af et edb-program som er tilpasset til de over-
skuelige situationer det vil veere rimeligt at arbejde med i sko-
len.

Arbejdet med sandsynlighedsregning forudseetter ikke at der
foretages en formel faglig opbygning med egen symbolik og
terminologi. Skolens beskeeftigelse med dette figomrade vil
uden vanskelighed kunne klare sig med den saedvanlige mate-
matiske notation og med beskrivelser i almindeligt sprog. Ej
heller vil der veere behov for udvikling af regneregler for sand-
synligheder. Overvejelser over chancer og risikoer vil fuldt til-
straekkeligt kunne foretages med grundlag i det intuitive sand-
synlighedsbegreb der udvikles hos eleverne gennem undervis-
ningen.

En indfgring i chanceleerens didaktik foreligger i H. Kutting
[Litteratur afsnit B]. | denne bog findes endvidere en righoldig
liste over litteratur (hovedsagelig tysksproget) af relevans for
undervisningen i sandsynlighedsregning og statistik i skole og
leereruddannelse.
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6. De faglige ideer bag CHANCE

Til de faglige ideer som ligger bag udformningen af it-laeremil-
joet CHANCE skal gives en reekke kommentarer.

6.1 Chancesituationer

Det centrale emne i arbejdet med fagomradet er chancesituati-
oner, og tre aspekter i elevernes arbejde med dette emne kan
udskilles:

At erkende chancesituationer. Der arbejdes med chanceeks-
perimenter og serier af eksperimenter. Arbejdet kan inddrage
rigtige eksperimenter med konkrete materialer, eller det kan
forega ved hjeelp af simuleringer udfgrt pa computer.

At beskrive chancesituationer. Der arbejdes med tildeling af
sandsynligheder til heendelser og med fortolkning af sandsyn-
ligheder. Chancesituationerne beskrives ved grafiske hjeelpe-
midler, og data fra udfarte eksperimenter behandles ved brug
af hjeelpemidler fra den deskriptive statistik.

At vurdere chancesituationer. Der arbejdes med eksempler pa
chancer og risikoer i hverdagen, og med eksempler pa hvorle-
des sandsynlighedsregning og statistik anvendes som hjeelpe-
midler til belysning af virkelighedens chancesituationer.

lt-leeremiljget CHANCE er problemorienteret i den forstand at
indgangen til mange emner foregar gennem opleeg med pro-
blemkarakter. Problemerne vil ofte veere af en sadan art at ele-
verne gennem eksperimenter ma skaffe sig data at arbejde
med.

CHANCE gér ikke uden om de traditionelle eksempler med

terningkast og kugleudtagelser. Men disse klassiske situatio-
ner er ikke kulminationen i omtalen af fagomradets anvendel-
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sesmuligheder, de benyttes blot undervejs som nogle - i gvrigt
meget velegnede - eksempler til illustration af faglige begreber
0g metoder.

| arbejdet med de grundlaeggende begrebsdannelser leegges
der vaegt pa at eleverne gennem egne eksperimenter far ind-
sigt i chancefeenomeners natur, at de opnar kendskab til hvor-
ledes tilfeeldigheder manifesterer sig i virkelighedens situatio-
ner, og at de erfarer at tilfeeldighed og lovmaessighed ikke er
uforenelige begreber. Kort: At de bliver i stand til med indsigt
og forstdelse at erkende "de stokastiske sider" af virkelighe-
den.

6.2 Et intuitivt chancebegreb

CHANCE bygger pa elevernes intuitive chancebegreb.
Sandsynligheder er noget der pa forhand eksisterer, de skal
ikke farst komme til verden gennem et seet af aksiomer eller
grundregler. De kan have talveerdier som er ukendte for os,
men vi kan skaffe os naermere oplysninger om dem gennem
indsamling af data, gennem beregninger eller gennem overvej-
elser af forskellig art.

Sandsynligheder kan adderes, og sandsynligheder kan subtra-
heres fra 1, ikke pa grundlag af opstillede regler, men som en
selvfglgelig konsekvens af det intuitive indhold vi har lagt i
sandsynlighedsbegrebet.

I CHANCE vil der kunne tales om sandsynligheder uden at der
henvises til et udfaldsrum med en tilhgrende sandsynligheds-
funktion, og chanceeksperimenter vil kunne beskrives ved en
grafisk illustration, et chancetree, med tilknyttede sandsynlig-
heder.

Der opbygges ikke i CHANCE et formaliseret matematisk no-
tationsapparat til beskrivelse af haendelser og sandsynlighe-
der, og der gives i gvrigt ikke "en definition" af begreberne
udfald og heendelse. Disse begreber omtales kun gennem
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hverdagssproget lidt uskarpe, men ofte hensigtsmaessige
form. En heendelse vil ikke blive fastlagt som en delmaengde af
et forelagt udfaldsrum, den vil i stedet blive beskrevet i daglig-
dags vendinger i tilknytning til den givne chancesituation. Og
seedvanlige sandsynlighedsteoretiske saetninger og formler,
hvor beskedne de end ville tage sig ud i maengdeleerens for-
mulering, vil ikke forekomme i elevteksterne.

Der er selvfglgelig intet i vejen for at en lserer der foler at
maengdeleerens begreber kan give et fastere fundament for
undervisningen, kan opbygge det formelle beskrivelsesapparat
som traditionelt har veeret knyttet til den elementeere sandsyn-
lighedsregning. Dette ma blot ikke betyde en flugt fra virkelig-
heden over i meengdeleerens beskyttede og forenklede ver-
den.

Det er en erfaring at et intuitivt sandsynlighedsbegreb ikke er
et palideligt hjeelpemiddel, hverken hos bgrn eller voksne, nar
talen er om anvendelser der vedrgrer sammensatte chance-
eksperimenter. Det geelder hvad enten det drejer sig om eks-
perimenter sammensat af indbyrdes uafhaengige eller afhaen-
gige deleksperimenter. CHANCE leegger derfor seerlig veegt pa
at give eleverne et solidt erfaringsgrundlag med chancesituati-
oner af denne art. Det sker gennem en indgaende be skeefti-
gelse med overskuelige sammensatte eksperimenter og under
brug af seerlige grafiske hjeelpemidler.

Den valgte intuitive opbygning af fremstillingen ger det muligt
at udnytte begreber og hjeelpemidler som ellers ville veere
uden for folkeskoleelevers reekkevidde. Saledes lader metoder
som traditionelt behandles under overskriften “"Betinget
sandsynlighed" sig let indfare og anvende. Betingede sand-
synligheder optraeder ikke i CHANCE som specielle sandsyn-
ligheder med seerlige egenskaber og seerlige regneregler, men
blot som sandsynligheder der fastleegges under hensyntagen
til givne ekstra informationer.
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6.3 Statistiske sandsynligheder

| en elementaer undervisning kan sandsynligheder ikke fgre en
tilbagetrukken tilveerelse i en aksiomatisk opbygning hvor
spargsmal om tildeling af talvaerdier til sandsynligheder og dis-
se talveerdiers fortolkning negligeres. Tveertimod er sadanne
spargsmal af afggrende betydning i en undervisning som skal
indfgre begynderen i sandsynlighedsregningens verden. |
CHANCE lzsegges der derfor megen veegt pa eksempler som
kan illustrere hvordan sandsynligheder kommer til veje og
hvordan de fortolkes.

| CHANCE arbejdes med tre typer af sandsynlighed: en kombi-
natorisk sandsynlighed, en statistisk sandsynlighed og en per-
sonlig sandsynlighed. Fortolkningen af sandsynligheder vil ofte
blive givet gennem en overseettelse til 'frekvenser i det lange
lgb", men i nogle tilfeelde vil ogsa en fortolkning ved hjeelp af
"odds i vaeddemal" eller i form af "grad af overbevisning om"
blive anvendt.

Begrebet statistisk sandsynlighed har faet en fremtraedende
plads i CHANCE. | arbejdet med eksempler som viser hvorle-
des tildelingen af sandsynligheder finder sted, lsegges seerlig
veegt pa situationer hvor tildelingen foretages under anvendel-
se af information hentet fra indsamlede data. Disse data kan
veere fremskaffet gennem "rigtige eksperimenter", eller de kan
veere opstaet gennem simuleringer der er udfart pa computer.

Det statistiske sandsynlighedsbegreb seettes dermed i cen-
trum i en stor del af fremstillingen i CHANCE. Denne placering
har to fordele set fra et psedagogisk synspunkt:

(1) Hverdagens chancesituationer er som oftest af statistisk og
ikke af kombinatorisk art. Repertoiret af realistiske anvendel-
seseksempler er derfor meget stagrre i en undervisning hvor
det statistiske sandsynlighedsbegreb er til radighed.

(2) Gennem anvendelsen af statistiske sandsynligheder frem-
heeves samspillet mellem sandsynlighedsregning og eksperi-
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menter, dvs. samspillet mellem sandsynlighedsregning og da-
ta. Der kommer pa denne made en mere dynamisk facet ind i
arbejdet med tildeling af sandsynligheder.

At de statistiske sandsynligheder kan forekomme eleverne at
veere lidt mere "flossede” end de kombinatoriske, er ikke no-
gen ulempe i en indledende undervisning. Tveertimod kan de
tilsyneladende mere uskarpe talangivelser i fastseettelsen af
statistiske sandsynligheder give anledning til veerdifulde over-
vejelser over hvilke ngjagtighedskrav der med rimelighed kan
stilles til sandsynligheder som anvendes i beskrivelse af virke-
lighedens faenomener.

En fagdidaktisk argumentation for anvendelsen af det statistis-
ke sandsynlighedsbegreb i en elementaer undervisning er givet
hos Lars Rasmussen Det statistiske sandsynlighedsbegreb -
et naturligt peedagogisk udgangspunkt [Litteratur afsnit A]

6.4 Et fagomrade: Chanceleere

CHANCE laegger veegt pa at lade sandsynlighedsregning og
statistik fremtreede som neert forbundne discipliner. Der gives
derfor ingen seerskilt behandling af den deskriptive statistik,
men dens begreber og metoder introduceres i tilknytning til ar-
bejdet med at beskrive resultaterne fra udfarte chanceeksperi-
menter.

Den deskriptive statistik optreeder i CHANCE alene som en
hjeelpedisciplin i arbejdet med chancesituationer og deres be-
skrivelse. Og der indfgres kun begreber fra statistikken som
har en meningsfyldt anvendelse i dette arbejde.

En tilsvarende rolle indtager kombinatorikken der benyttes
som et hjeelpemiddel ved fastseettelsen af sandsynligheder i
situationer med ligeveegtede udfald. Kombinatoriske problemer
tages kun op i denne sammenhaeng, og behandlingen af em-
net er begraenset til det absolut minimale.
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Med adgang til passende edb-programmel vl det ofte tidkree-
vende arbejde med anvendelsen af den deskriptive statistiks
metoder kunne lettes betydeligt. Det skal imidlertid bemaerkes
at der ved en sadan fremgangsmade ma afsaettes en del tid til
at gare eleverne fortrolige med de udskrifter og skaermbilleder
der leveres fra edb-programmer af denne art. Uden en feerdig-
hed hos eleverne i fortolkning af program-uddata vil inddragel-
sen af edb kun kunne medvirke til en fremmedggrelse af
eleverne over for de behandlede problemer.

Det bar i gvrigt overvejes om ikke talbeskrivelse af datamate-
rialer er en s& almen foreteelse, og en aktivitet s& neert for-
bundet med elevernes arbejde med at opna talindsigt og

talforstaelse, at det var en naturlig del af skolens matematik-
indhold. Det burde derfor ikke puttes ind i en speciel bas under
overskriften "Deskriptiv statistik”, men simpelthen veere en vig-
tig del af undervisningen i elevernes omgang med tal, talbe-
handling, talbeskrivelser og talfortolkninger. INFA har taget

dette op i tekstserien "Talkunnen”, INFA 1998-2000.

Det tilrddes, efter erfaringerne fra INFA-projektet, at anvendel-
sen af computer ikke gares alt for "stramlinet”. Hvis hele ar-
bejdsprocessen automatiseres og overtages af computeren, vil
eleverne hurtigt miste fornemmelsen for hvad der egentlig
arbejdes med. Deres eneste indsats bliver da at viderebringe
et resultat som de intet meningsfyldt forbinder med. Derfor
skal der tilrddes "en paedagogisk anvendelse" af edb-program-
mer og i det hele taget "en neensom og gennemskuelig brug af
edb" i den indledende undervisning i dette omrade.

6.5 Eksperimenterende og udforskende

Det er et hovedsigte med opbygningen af CHANCE at elever-
ne kan beskeeftige sig med stoffet i "en eksperimenterende og
udforskende arbejdsform”. Dette haenger sammen med INFA-
projektets malsaetning som den er beskrevet i INFA-Rapporten
Leeremiljger i en edb-stattet undervisning [Litteratur afsnit EJ:
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At fremme arbejdsformer som giver eleverne en eksperi-
menterende og udforskende holdning til de faglige emner,
og vaenner dem til at undre sig, at stille spgrgsmal og at pa
opdagelse.

INFA-programmellet sigter i seerlig grad mod anvendelser i
situationer hvor arbejdet med begrebsdannelse, problem-
analyse og problemlgsning seettes i forgrunden, og hvor ele-
verne gennem eksperimenter og iagttagelser opnar faglige
oplevelser der kan fare til indsigt og erkendelse.

Det er endvidere projektets opfattelse at de faglige begreber
bedst erkendes gennem veltilrettelagte lseresituationer, som
bygger pa et samspil mellem elevernes selvvirksomhed og
leererens inspiration, vejledning og styring.

Dette betyder at vi er af den opfattelse at lsereprocessen og
arbejdet med tekster og programmel ikke kan overlades til
eleverne selv, heller ikke til de dygtige. Det er nemlig ikke nok
at eleverne udfgrer eksperimenter og lgser problemer, de ma
ogsa hyppigt stoppe op og gennemtaenke hvad der foregar og
hvad der kommer ud af de mange aktiviteter. Ved disse lejlig-
heder har leereren en vigtig rolle som igangseetter og hjeelper -
og som faglig autoritet.

Leereren vil endvidere gennem sit overblik over faget veere i
stand til at pege pa veesentlige sammenhaenge i stoffet som
eleverne ikke selv bliver opmaerksomme pd. Laererens indse-
ende med arbejdets forlgb kan ikke undvaeres. Laereren ma
kunne treede til med hjeelp og vejledning nar faglige detaljer
driller eller nar interessen daler.

| del 2 er der naermere gjort rede for de arbejdsformer der go-
res brug af i CHANCE.
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6.6 Indsigt gennem anvendelser

Det var tidligere en almindelig holdning at man i matematik-
undervisning farst koncentrerede sig om at leere eleverne
matematikken, og derefter tog man sa fat pa matematikkens
anvendelser. Hvis der da var tid og lyst til det.

Mange har dog faet gjnene op for at man ofte med fordel kan
tage udgangspunkt i at bruge matematikken som et veerktgj i
forbindelse med lgsning af problemer, og sa derefter vende
tilbage til at foretage en mere teoretisk undersggelse af vaerk-
tgjet. Ideen er at man ogsa kan leere matematik ved at se hvad
den kan bruges til, og ved at erfare dens muligheder og be-
greensninger i arbejdet med problemstillinger fra virkelighe-
dens mange omrader.

At ga ind pa matematikkens anvendelser er i mange hense-
ender en af de veaesentlige opgaver i en matematikundervis-
ning. Matematikken er et uforligneligt hjeelpemiddel til beskri-
velse af virkeligheden. Gennem matematiske modeller opstil-
les forenklede beskrivelser som kan benyttes ved problemlgs-
ning og ved kommunikation om komplekse emner.

Det er netop denne indstilling som ligger til grund for udform-
ningen af it-leeremiljget CHANCE og for opbygningen af de til-
hgrende EMMA-temaer. Gennem arbejdet med anvendelser
lukkes eleverne ind i en ny og spaendende verden. Efter et
arbejde, ofte stattet af it, opnar eleverne en fortrolighed med
omradets problemstillinger og de metoder der kan benyttes i
arbejdet. Pa denne baggrund kan laereren derefter afgare om
han vil vende tilbage til et uddybende arbejde af mere teoretisk
art.

I CHANCE er denne teoretiske del af arbejdet ikke beskrevet,
her er de fleste matematiklaerere jo pa kendt grund. Vi holder
os derfor til de aktiviteter som kan danne udgangspunktet for
elevernes arbejde, og som i mange tilfeelde vil veere fuldt til-
straekkelige til at give eleverne en faglig indsigt og forstaelse.
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| arbejdet med fagomradets anvendelser tilstraebes det at ele-
verne far et bredt indblik i hvorledes begreber og metoder fra
chanceleeren benyttes i hverdagen. Et af de vanskeligste pro-
blemer i den forbindelse er at finde eksempler som er pa én
gang elementaere og som samtidig illustrerer ikke-banale an-
vendelser af faget.

Det har vaeret et mal for INFAs arbejde med udformningen af
CHANCE at fremlaegge en reekke anvendelseseksempler som
for eleverne fremtraeder

» overskuelige,
* lettilgeengelige,
» vedkommende,
 udfordrende.

| kravet om overskuelighed og lettilgeengelighed ligger en be-
streebelse pa at sikre at arbejdet med de enkelte emner kan
udfgres over en forholdsvis kort tidsperiode. Dette er nemlig
helt afgerende for muligheden for at f& leerere og elever til at
ga ind i arbejdet. Problemstillingen ma ikke veere for besveerlig
at fremlaegge, og den ngdvendige faglige begrebsdannelse
ma ligge inden for elevernes raekkevidde.

De enkelte emner ma af eleverne fales vedkommende. De ma
kunne motiveres til at arbejde med dem, og de ma finde at de
opstillede problemstillinger er af interesse for dem.

At eksemplerne skal kunne give udfordringer af faglig art siger
sig selv. Speendende problemstillinger og overraskende lgs-
ninger er en ekstra facet som kan veere helt afggrende for
arbejdets forlgb. Heldigvis er chanceleeren et fagomrade som
er rigt pa problemstillinger af en sadan art.

I CHANCE har vi tilstreebt at finde anvendelseseksempler som
kan opfylde et eller flere af fgl gende krav:
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 De skal abne elevernes gjne for hverdagens rigdom af
chancesituationer.

» De skal behandle chancesituationer som eleverne er
bekendt med gennem egne oplevelser.

e De skal belyse samfundsmeessige anvendelser som
bergrer den enkelte borger.

 De skal hjzelpe med til at afmystificere fagomradets
rolle i hverdagen.

» De skal bidrage til at eleverne far mulighed for at
kunne tage selvsteendig stilling til argumenter
der vedrgrer chancesituationer.

Herudover skal eksemplerne selvfglgelig veelges sa de kan
veere med til at udbygge og styrke elevernes intuition i spargs-
mal der vedrarer overvejelser over chancer og risikoer.

| forbindelse med INFAs arbejde med emner fra chanceleere er
ogsa benyttet edb-programmer som ikke direkte fokuserer pa
undervisningen i sandsynlighedsregning og statistik, men som
i udstrakt grad ger brug af begreber og metoder fra disse
fagomrader. Derved erfarer eleverne at chancelseren er noget
der kan bruges, det er ikke blot en teoretisk disciplin som op-
treeder i skolematematikken.

Blandt edb-programmer der har kunnet benyttes pa denne
made, skal naevnes to programmer til brug i arbejdet med
emner fra demografi: levetid og befolkningsprognoser, samt et
program som indeholder data om det danske vejr gennem
tiderne. Ved anvendelsen af disse programmer ser eleverne
hvorledes chancelaerens emner optraeder i meningsfyldte sam-
menhaenge. Og gennem beskaeftigelsen med opgavesituati-
oner hvor disse edb-programmer benyttes som et veerktgj,
opnar eleverne en fortrolighed med chancelaerens begreber og
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en indsigt i den rolle de kan have nar matematikken anvendes
pa virkelighedens problemer. - Et tilsvarende udbytte kan elev-
erne opna ved at arbejde med de to programmer "Marked" og
"Influenza" der gar brug af matematiske modeller som er styret
af chancemekanismer.

En beskeeftigelse med chancelserens emner efter de retnings-
linier som er skitseret her, kan give en god baggrund for elev-
ernes arbejde med tvaergdende emner som behandles i et
samspil mellem flere fagomrader

6.7 "Faglige tankevaekkere"

Dette begreb daekker over situationer hvor elevernes intuitive
opfattelse af et sagsforhold kolliderer med de faglige resulta-
ter. Chanceleeren er et omrade hvor der er oplagte mulighe-
der for at gegre brug & sadanne faglige tankevaekkere. Alle
matematikleerere kender eksempler hvor den intuitive vurde-
ring af chancer og risikoer afviger veesentlig fra de tal der
kommer frem ved en faglig behandling af emnet. Klassisk
blandt disse eksempler er fgdselsdagsproblemet hvor der
spgrges om chancen for at der i en skoleklasse findes to
elever der har fadselsdag samme dag i aret.

Men der er mange andre af den slags situationer i chancelge-
ren. De er velegnede som appetitvaekkere i undervisningen,
og de kan ofte benyttes som igangseettere inden for et nyt
emneomrade.

| det hele taget vil det hyppigt forekommende arbejde med at
seette talveerdier pa chancer i mange tilfaelde kunne indledes
med en gaetterunde hvor eleverne far lejlighed til at udtrykke
deres umiddelbare forventning til situationen. Et efterfglgende
overraskende resultat fra den faglige behandling kan da veere
et godt udgangspunkt for refleksioner med diskussioner, for-
klaringer og fortolkninger som vigtige ingredienser.
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Der er ikke noget fagomrade i matematikken hvor eleverne sa
ofte som i chancelaeren bliver udsat for at deres intuitive for-
nemmelse er "pa afveje". Dette kan udnyttes positivt i en
undervisningssituation, og CHANCE fremleegger en reekke
muligheder og forslag som lzereren kan tage op.

Det skal endvidere fremhaeves at intuitioner som i det gvrige
matematikstof er i overensstemmelse med de saglige forhold,
og derfor udtryk for "god teenkning”, kan veere ganske skeeve i
chanceleeren. Séaledes vil den szedvanlige reesonneren efter
en lineser model, som den ofte udfolder sig i den praktiske
regning, i de fleste tilfeelde komme til kort i chancelaeren.
Chancen for at fa tre seksere i 10 kast med en terning kan
eleverne let tro er det samme som chancen for at fa seks
seksere i 20 kast. At den farste sandsynlighed er mere end
dobbelt s& stor som den anden, vil de naesten ikke acceptere.

Den slags eksempler "der strider mod almindelig sund fornuft",
kan der gives mange af i tilknytning til arbejdet med den
indledende chancelaere. CHANCE introducerer en del af dem i
eksempler og opgaver.

6.8 Edb-spil i undervisningen

Edb-spil har veeret et ofte anvendt indslag i undervisningen i
chancelaere i tilknytning til INFA-projektet. Gennem spil udfart
ved hjaelp af computer har eleverne pa en aktiv og inciterende
made arbejdet med en raekke af fagomradets grundleeggende
begreber.

| spillene har det veeret muligt at indlaegge chancemekanismer
som vanskeligt kan realiseres pa anden vis. Mens saedvanlige
spil ma lade chancesituationerne styre af fx terningkast, hvor
eleven er uden indflydelse pa afvejningen af sandsynligheder-
ne, er der i INFAs spil givet mulighed for at eleven i nogen
grad selv kan pavirke sine chancesituationer.
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| spillet STATSPIL findes fx en raekke aesker hvori der er pla-
ceret kugler med pamalede tal. En aeske kan indeholde kugler
med tallene 1,2,3,3,3,3, medens en anden seske indeholder
kugler med tallene 1,1,1,3,3,3. | en forelagt spillesituation skal
eleven veelge hvilken aeske der skal udtraekkes et tal fra, et tal
som bestemmer det videre forlgb pa spilleplanen.
Udtreekningen foretages derefter pa tilfeeldig vis af compute-
ren. Eleven kan ikke selv bestemme resultatet af udtraeknin-
gen, men han kan veere med til at veelge den seske som giver
ham de bedste chancer i den foreliggende situation.

STATSPIL har til formal at opgve spillerne i at foretage chan-
ceovervejelser: Hvilken aeske skal veelges i den forelagte
situation? - Hvor er der starst chance for at der bliver udtrukket
det tal jeg har mest brug for? - Og hvilken risiko er der for at
netop den aeske vil give mig et tal som jeg slet ikke gnsker at
fa?

Gennem valget af spillesesker kan spillerne "tage chancer" og
spille dristigt, eller de kan "spille statistisk” og holde sig til de
valg der i det lange lgb vil vise sig mest effektive.

STATSPIL forudseetter ikke forudgaende arbejde med sand-
synlighedsregning. Tveertimod kan spillet benyttes i en indle-
dende fase hvor der opbygges chance-intuitioner hos elever-
ne, og hvor der lsegges op til den senere undervisning i
statistik og sandsynlighedsregning pa de hgjere klassetrin.

| spil af denne art ma spilleren bestandigt ga ind i chanceover-
vejelser, og det er en erfaring fra INFA-arbejdet at en sadan
tilretteleeggelse af spillene er fremmende for elevernes chan-
cebevidsthed og chanceforstaelse.

6.9 Anvendelsen af edb-modeller
Det har veeret naturligt at inddrage edb-modeller som et cen-
tralt hjeelpemiddel i undervisningen i chancelaere.
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Nogle af modellerne har veeret sdkaldte anvendelsesspecifikke
modeller, se herom i INFA-rapporten Edb-modeller i matema-
tikundervisningen [Litteratur afsnit E]. Det drejer sig fx om en
model der simulerer kg-dannelsen i et supermarked eller en
model der simulerer forlgbet af en influenza-epidemi i en
skoleklasse. Begge disse modeller bygger pa chance-situatio-
ner som eleverne selv kan veere med til at specificere.

Af starre faglig-peedagogisk interesse er arbejdet med de dbne
modeller LOD og KUGLE1. Disse modeller kan lige som den
linesere model i den "almene matematik” benyttes i en lang
reekke af anvendelsessituationer af vidt forskellig art. Det er
elevens opgave at afgare i en forelagt problemsituation om
modellen kan anvendes, og dernaest at fastlaeegge hvordan den
bruges, at bestemme hvilke inddata der skal benyttes, og
endelig at fortolke de opnaede resultater fra simuleringen pa
computer samt at drage eventuelle konsekvenser.

Det fascinerende ved anvendelsen af de to modeller er at
eleverne her far adgang til et hjselpemiddel som seetter dem i
stand til at arbejde med et stort repertoire af problemstillinger.
Gennem programmernes simuleringer kan eleverne beskeefti-
ge sig med faglige emner som i en traditionel faglig opbygning
ville veere utilgaengelige pa grundskolens klassetrin. Og vi kan
her rokke ved den matematiske skik: Kun at behandle emner
der inddrager faglige begreber og metoder som eleverne be-
hersker i enhver teoretisk detalje.

Med anvendelsen af LOD og KUGLEL er det afggrende ikke
den faglige matematik der gemmer sig i emnet, men de be-
grebsmaessige elementer der indgar i sagen. Enhver problem-
stilling som kan fremlaegges for eleverne og forstas af dem, vil
ogsa kunne tages op i undervisningen og behandles ved hjaelp
af de to programmer. Hvis blot problemstillingerne begrebs-
maessigt er tilgeengelige, vil eleverne kunne arbejde med dem.
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Elevernes arbejde forlgber ofte i tre faser:

* Problemsituationen undersgges.
Det faglige veerktgj veelges.

» Veerkigjet anvendes.

» Resultater fortolkes og vurderes.
Konsekvenser drages.

| den farste fase analyseres den forelagte situation, og det
overvejes hvorledes det matematiske veerktgj, edb-program-
met, kan inddrages ved lgsningen. Eventuelt foretages nogle
preeciseringer: Vi vil opfatte situationen pa fglgende made ...

Derefter anvendes det valgte program med de inddata der er
truffet beslutning om.

| den tredje fase studeres resultaterne fra edb-karslen. Resul-
taterne fortolkes og vurderes, og deres troveerdighed draftes.
Eventuelle forslag til nyformuleringer af den oprindelige pro-
blemstilling med efterfalgende edb-karsel tages op.

| forbindelse med overvejelsen over resultaternes troveerdig-
hed har eleverne ofte forsggt at foretage teoretiske bereg-
ninger som kunne belyse de fundne simuleringsresultaters
kvalitet, eller de har sggt rad hos deres leerer. | LOD-temaet er
der opgaveeksempler hvor eleverne selv kan gennemfare en
saddan beregning, og der er opgaver hvor de kan komme
igennem med stgtte fra deres leerer. Men der er ogsa opgaver
hvor hverken elever eller laerer kan gennemfgre den teoretiske
udregning. Her er de to parter ligestillet i en dragftelse af det
overraskende i de fundne simuleringer.

Hvor de teoretiske beregninger lader sig gennemfgre, er det
en seerlig oplevelse for eleverne at erfare hvor gode vurderin-
ger af de ukendte chancer der opnds gennem simuleringen
med edb-programmerne. Holdningen hos deverne kan som-
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me tider udtrykkes ved: Hvorfor dog bruge sa megen tid og
kraefter pa det sveere teoretiske, vi kan jo lgse opgaverne lige
sa godt ved hjzelp af simuleringer.

Det har veeret et sigte for arbejdet i INFA med modeller som
LOD og KUGLEL1 at undersgge spgrgsmal af falgende art:

Kan eleverne bringes til at "teenke i modeller" i deres ar-
bejde med Igsning af problemer?

Kan eleverne fa en sadan indsigt i disse modellers raekke-
vidde at deres arbejde med problemlgsning far en ny
dimension?

Kan eleverne arbejde selvsteendigt med anvendelsen af
abne modeller ved lgsning af problemer?

Kan eleverne gennem arbejdet med sadanne modeller fa
kendskab til principielle spgrgsmal vedragrende anvendelsen
af matematik pa virkelighedens problemer?

Det er vor erfaring fra arbejdet i INFA at disse spargsmal alle
kan besvares bekreeftende.

De to programmer LOD og KUGLE1 er neermere omtalt i del 2
af CHANCE.

6.10 Forberedelse til en egentlig faglig opbygning

| CHANCE foretages der ikke nogen egentlig faglig opbygning
af sandsynlighedsregningen med en angivelse af aksiomer og
med efterfglgende udledning af leereseetninger. En reekke fag-
lige begreber som vil veere oplagte i en videreudvikling af fag-
omradet, tages heller ikke op i CHANCE. Det drejer sig fx om
det vigtige begreb chancestarrelse, ogsa kaldet stokastisk va-
riabel.
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Nar grundskolens elever i deres fortsatte uddannelse mader
fagomradet statistik og sandsynlighed igen, vil de stifte be-
kendtskab med chancestgrrelser og deres sandsynligheds-
fordelinger. Og i tilknytning hertil vil begreberne middelvaerdi
og varians blive taget op.

| en sadan fremstilling vil der blive anvendt et formelapparat til
bekvem beskrivelse af de foreliggende sagsforhold.

Vi har i CHANCE valgt en formelfri behandling af det faglige
stof. Vaegten er lagt pa arbejdet med begreberne og deres
anvendelse og ikke pa en strgmlinet matematisk fremstilling.
Vi er imidlertid overbevist om at den foreliggende indfarelse i
CHANCE til sandsynlighedernes verden vil give grundskolens
elever en god brberedelse til en fortsat beskeaeftigelse med
emnerne pa et hgjere niveau. Den forstaelse som gennem ar-
bejdet med CHANCE opnas for metoder og tankegange der er
karakteristisk for arbejdet med sandsynlighed, vil komme elev-
erne til gode i deres videre udforskning af chancernes spaen-
dende verden.

| INFAs arbejde med emner fra chanceleeren har vi afpregvet
nogle emner som naturligt ligger i forlaengelse af det stof der
indgar i CHANCE. Der er i fgrste raekke tale om binomialforde-
linger, og i tilknytning hertil er emnet binomialtest taget op.
Gennem passende it-veerktgjer har det vist sig muligt at give
elever pa de gverste klasser i grundskolen en introduktion til
begreber fra den klassiske hypotesetestningsteori: Accept-
omrade, fejl af 1. og 2. art, signifikans, teststyrke.

Disse emner indgar ikke i CHANCE, men en naermere beskri-
velse er givet i EMMA-temaet Binomialtest.
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7. Kan der bygges pa elevernes chanceintuition?

lt-leeremiljget CHANCE, der i del 2 opbygges til brug for arbej-
det med sandsynlighed, har sit faglige udgangspunkt i ele-
vernes chanceintuition. Vi skal her knytte nogle kommentarer
til denne lidt luftige basis.

Det er som naevnt en kendsgerning at chanceovervejelser er
et usikkert omrade - bade for bgrn og voksne. Vi skal til
illustration heraf i det fglgende fremdrage nogle eksempler pa
situationer hvor elevernes chancemaessige intuition ikke slar
til, og vi skal i tilknytning hertil beskrive hjeelpemidler og aktivi-
teter som er anvendt i arbejdet med at stotte og retlede
elevernes intuition med hensyn til chancer.

En indledende undervisning som sigter mod at give eleverne
feerdighed i at forholde sig til sandsynligheder, ma kaempe pa
to fronter. Dels ma undervisningen tilrettelaegges sadan at
eleverne mgder en lang reekke af chancesituationer der kan
medvirke til at opbygge og facettere deres faglige begreber,
dels ma undervisningen tage hensyn til at mange elever
mgder med en forforstaelse af chancebegrebet som ikke er i
harmoni med det faglige begreb de mgder i undervisningen.

Der kan saledes veere tale om bade en opbyggende og en
nedbrydende virksomhed. Desveerre vil hverdagens eksempler
pa spilovertro og mediehistorier om chancer og risikoer ofte
medvirke til at styrke et fejlagtigt sandsynlighedsbegreb.
Medierne fokuserer pa enkeltsituationer, fx spillere med ekstra
stort held, eller de fremhaever eventyrlige sammentraef uden at
ga ind pa de mange tilfeelde hvor sadanne ting ikke indtraf.

Vi skal nedenfor i afsnit 7.1 — 7.4 se pa fire typer af eksempler
pa situationer hvor elevernes chanceintuition erfaringsmaessig
er mindre velfunderet. Vi skal i tilknytning til disse eksempler
forsgge at give en faglig forklaring pa denne brist, og vi skal
pege pa elementer i undervisningen som kan veere med til at
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statte og udvikle elevernes chanceforstaelse og chanceintuiti-
on. Det vil i dette afsnit isser veere et kendskab til chance-
lzerens regler og metoder vi vil foresla som hjeelpemiddel i det
faglige arbejde.

| del 2 kommer vi ind pa nogle faglige temaer hvor eleverne
gennem veltilrettelagte aktiviteter med udferelse af chanceeks-
perimenter kan opna erfaringer der kan bidrage til at opbygge
deres chanceintuition og -indsigt. De benyttede temaer vil
veere neert knyttede til hverdagens anvendelser af sandsynlig-
heder.

| afsnit C i litteraturlisten er anfart en reekke veerker som gar
ind pa spargsmal vedrgrende bgrns og voksnes teenkning i
chancesituationer.

Opbygning af chanceforstaelse

Lad det vaere sagt straks: Solide chanceerfaringer opnas kun
hvis eleverne bruger tid til overvejelser og refleksioner. De
faglige oplevelser, hvad enten de har udgangspunkt i det
teoretiske eller det eksperimentelle, ma have mulighed for at
saette sig, og de ma teenkes ind i de erfaringer og det faglige
univers eleverne allerede har opbygget.

Selv om chanceeksperimenter er et velegnet hjeselpemiddel
ved undervisningen i sandsynligheder, sa er det ikke nogen
god paedagogisk metode at haste videre fra det ene eksperi-
ment til det neeste uden en mellemliggende fase hvor resulta-
terne tages op til eftertanke. Specielt geelder det de mange
eksempler pa ,faglige tankevaekkere®, se afsnit 6.7, som er
seerligt egnede til at seette resultater i relief og til at knytte
forbindelser hos eleven mellem det netop oplevede og det
tidligere tilegnede. Nar elevernes chanceintuition skal udvikles,
er de faglige tankeveekkere et steerkt hjeelpemiddel, men de
skal serveres med varsomhed, og de skal opleves i det rette
tempo.
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Nar chanceintuitionen svigter

Elevernes faglige stasted udggres her af de grundleeggende
begrebsdannelser og metoder fra chanceleeren som de er be-
skrevet i det foregaende.

Et helt afggrende begreb er chancesituationens database.
Hvad enten det drejer sig om statistiske sandsynligheder, eller
om kombinatoriske eller personlige sandsynligheder, forud-
seettes det at en database ligger til grund for alle de faglige
overvejelser og beregninger. Databasen kan indeholde de
virkelige data indsamlet fra eksperimenter, eller den kan inde-
holde teenkte eller ideelle data som er opstillet pa grundlag af
overvejelser eller overbevisninger. Men uanset hvilken chan-
cesituation der behandles, sa vil der ligge en database bag, og
enhver faglig beregning, beslutning og overvejelse foretages
ud fra denne database.

Til det begrebsmeessige udstyr hgrer endvidere chanceleerens
regler. De er i CHANCE ikke formaliserede, men optraeder
som ,naturlige grundregler® der er i god overensstemmelse
med elevens umiddelbare chanceintuition.

Blandt chanceleerens metoder hgrer anvendelsen af chance-
treeer ved behandlingen af sammensatte eksperimenter. Dette
generelle hjeelpemiddel og dets muligheder i en elementeer
undervisning er beskrevet i afsnit 4.6 og det omtales naermere
i del 2.

Vi gar nu over til at se pa typiske fejl i elevernes omgang med
sandsynligheder og chanceovervejelser.

7.1 Der er slet ingen database!

En ofte forekommende fejltype i elevernes chanceovervejelser
har sin arsag i at eleverne raesonnerer helt uden at tage hen-
syn til en bagved liggende database. De lader sig maske pa-
virke af oplevede haendelser, og de lader disse oplevelser
farve deres vurderinger.
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Ludo-effekten

Et eksempel har vi i den sakaldte Ludo-effekt. | Ludo, det
kendte selskabsspil som generationer har deltaget i, fokuseres
der pa a opna et bestemt gjental, som oftest 6, for at fa en
brik i spil. Spillerne vil derfor veere opmaerksomme pa hvor
sveert det kan veere at opna en sekser ved terningspil.

Derimod bemaerker de ikke at det kan veere lige sa sveert at
opnd andre gjental, for sddanne situationer teenkes der slet
ikke pa i spillet. De overfarer denne erfaring med den svaere
sekser til andre sammenhaenge. For dem er kast med en
terning dermed ikke et spil med ligeveegtede udfald, i hvert fald
ikke nar det indgar i Ludo. Og denne fejlagtige erfaring over-
fares let til andre chancesituationer.

Tilsvarende misopfattelser vil kunne indtreeffe ved andre spil.
Hvis man i spillet koncentrerer opmaerksomheden om en be-
stemt heendelses indtraeffen, kan denne haendelses sandsyn-
lighed veere udsat for en fejlagtig vurdering.

| en undersggelse foretaget af INFA i midten af 1980’erne
blandt naesten 1000 danske skoleelever i 6. og 7. klasse var
det kun 25% af eleverne der var af den overbevisning at en
lang reekke af terningkast ville fagre til at de seks gjental
forekom stort set lige ofte. Blandt pigerne var det endda kun
17% der havde den overbevisning. - Ikke meerkeligt at der i
skolens undervisning kan veere vanskeligheder med elevernes
chanceforstaelse.

Det er en erfaring at de samme elever som ligger under for
Ludo-effekten, ofte godt kan give et korrekt svar pa hvad der
er en rimelig database for et terningkast, nemlig en database
hvor de seks gjental er repreesenteret ligeligt. Men i "virkelig-
hedens chancesituationer” svigter den faglige overbevisning,
de glemmer helt deres gode solide database, og de handler og
overvejer uden at tage hensyn til den.
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Forgrundseffekten

Psykologer taler om “forgrundseffekten* i forbindelse med
chanceovervejelser, se fx Kahnemann m.fl. [Litteratur afsnit
C]. Den foreligger nar en indtruffen heendelse far seerlig op-
maerksomhed. Man vil da veere tilbgjelig til at tildele den en
sandsynlighed som ikke passer sammen med en objektiv
saglig vurdering. Efter netop omtalte eller oplevede trafikulyk-
ker eller naturkatastrofer kan man veere tilbgjelig til at tildele
disse heendelser en stgrre sandsynlighed end hvad de ved en
nggtern vurdering burde have. Ved Ludo-spillet seettes det i
forgrunden at det tager lang tid at opna den gnskede sekser,
medens alle andre gjental tilsyneladende ikke giver problemer.
Derfor vurderes sandsynligheden for sekseren forkert.

En anden udgave af forgrundseffekten har vi i Lotto-forblindel-
sen.

Lotto-forblindelsen: De store gevinsters spil

Ved en rationel overvejelse burde man ikke deltage i lottospil.
Tilbagebetalingen i det lange lgb ligger i de fleste udgaver af
lottospil pa under halvdelen af indsatsen, og de store gevinster
er meget sjeeldne. Hvis man deltager i det danske lgrdagslot-
to-spil med 100 reekker hver uge, vil man i gennemsnit fa top-
noteringen, syv rigtige, 1 gang pr. 1600 ar!

De sma vinderchancer slgres af at der jo stort set hver uge
udbetales gevinster i millionklassen. Hvorfor skulle det ikke
blive mig i neeste uge?

Den megen omtale af milliongevinsterne fortreenger realiteter-
ne om de ekstremt lave chancer for topgevinster. En sadan
fortreengning ses i alle spil med store gevinster: Den stadige
pamindelse om udbetaling af store belgb seetter de sjeeldne
vindere i forgrunden, og bevirker at de reguleere chance- over-
vejelser gar i std. Man handler slet ikke ud fra database-over-
vejelser.
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| disse eksempler er der tale om database-forglemmelse. Man
teenker og handler uden at tage hensyn til den bagved liggen-
de database. Man reagerer impulsivt, og netop i forbindelse
med chancer er dette en meget usikker fremgangsmade.

Hvor er databasen?

Database-forglemmelsen kan man undertiden se udnyttet i
reklamer. En opfordring til keb af preemieobligationer siger: ,14
chancer for at vinde en million“. Her far man altsa at vide at
databasen indeholder 14 rgde kugler, men ikke noget om hvor
mange kugler der i gvrigt findes i databasen. En sadan frem-
leeggelse af chancer er ganske uden mening. - Men opfor-
dringen er udmaerket som afskreekkende eksempel, og den er
velegnet til inddragelse i undervisningen i skolen.

Konklusionen er: Man kan ikke vurdere en chance uden at
tage hensyn til den aktuelle database. Tag arbejdet alvorligt
med at fastleegge databasen og at blive fortrolig med dens op-
bygning. Hvis databasen eendres, vil ogsa chancerne aendres.

| skolens undervisning i sandsynligheder vil det veere let at
fremdrage eksempler pa databasens betydning for chance-
overvejelserne. Og det vil veere oplagt at belyse databasens
betydning for den saglige chancevurdering. At indlede med
fastleeggelse af den benyttede database bgr veere en naturlig
start pa enhver chanceoverveijelse.

| CHANCE er der et stort udvalg af opgaver hvor eleverne ge-
res fortrolige med de overvejelser der ma ga forud for en tilde-
ling af chancer til forelagte haendelser.

7.2 Den forkerte database

"Nar Rgdt er kommet ud 8 gange i treek pa en roulette, s@ ma
det veere Sorts tur". "Nar vi ingen sekser har haft i 10 kast med
en terning, sa har sekseren starre chance i kast nr. 11."
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Dette er ganske almindelige reesonnementer hos savel bgrn
som voksne. Der er hos spilleren en tro pa balance i tilveerel-
sen, en balance som giver sig udslag i at roulettekugler og
terninger har en indbygget hukommelse og en retfeerdigheds-
sans der sgrger for udligning af spilleheldets skaevheder.

/Endres databasen undervejs?

Denne misforstaelse kan overseettes til at der foretages over-
vejelser ud fra en forkert database. Bag tankegangen ligger en
overbevisning om at databasen aendres efterhanden som spil-
let skrider frem: "Nar Radt er kommet ud mange gange, sa er
chancen for Sort stgrre i det naeste spil." - Men hvert spil er en
ny start inden for den oprindelige database. Alt hvad der hidtil
er sket er glemt, der er ingen indbygget balance eller ligeveegt
i chancespil af den slags.

Og her ma vi keempe mod mediernes antipsedagogiske virk-
somhed. Dagspressen bringer fx hver uge en oversigt som
viser hvor laenge siden det er at de forskellige lottotal er blevet
udtrukket. Underforstaet: Nu er det snart 17’s tur til at blive ud-
trukket, men spil endelig ikke pa 4, det har nemlig vaeret
udtrukket de sidste tre uger.

Et klassisk eksempel pa valg af forkert database:

Rafleakademiet i Tonder

Nar nye medlemmer skulle optages i det bergmte rafle-
akademi i Tander matte de igennem en prgve. Kun de
der besvarede alle spargsmal rigtigt, ville blive optaget i
akademiet.

Her er en opgave som mange ansggere blev sorteret fra
pa: Pa bordet star tre raflebaegere. | det ene er der to
falske terninger, i det andet er der to segte terninger, og i
det tredje er der én aegte og én falsk terning. Et baeger
udveelges tilfeeldigt, og en af dets to terninger rystes ud
pa bordet. Hvis det viser sig at denne terning er falsk,
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hvad er da sandsynligheden for at den anden terning i
baegeret ogsa er falsk?

Denne opgave er et eksempel pa at anvendelsen af en forkert
database naesten er uundgaelig. Eleverne ser nemlig at der for
valget af baeger er to muligheder:

» Baegeret kan indeholde to falske terninger
* Baegeret kan indeholde en falsk og en aegte terning

Nar der er to muligheder, slutter de da fejlagtigt at sa er der en
chance pa 50% for hver mulighed. Med andre ord: De benytter
en database som veegter de to muligheder ens.

Men det er en fejl, eleverne gar her brug af en forkert databa-
se. En neermere analyse af situationen, eventuel suppleret
med en udfgrelse af det beskrevne eksperiment, vil vise dem
hvor fejlen ligger.

Den fejl der optreeder i dette eksempel er en klassiker i sand-
synlighedsregningen. Og den ses ofte hos begyndere.

Her er den i en anden udgave: | et kast med to mgnter er der
tre muligheder: To plat, to krone, og en af hver. De tre mulig-
heder ma da hver have sandsynligheden 1/3 for at indtreeffe. -
Men allerede en afprgvning med en halv snes kast med to
mgnter vil kunne vise eleverne at de nok har teenkt forkert.

Tag spegrgsmalet om database op med eleverne

I INFAs chancetekster indledes drgftelsen af betydningen af
valget af database med et eksempel (EMMA-tema Chancer
gennem opteellinger, neermere omtalt i del 2):

Sanne og Malene diskuterer fglgende problem: | et klas-
seveerelse er der to ledige to-mandsborde. To elever
kommer ind i i klasseveerelset og veelger pa tilfeeldig vis
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siddepladser ved de to borde. Hvad er sandsynligheden
for at de seetter sig ved samme bord?

De to piger lgser opgaven ved hver sin database (udfaldsrum),
og kommer til to forskellige resultater for den sggte sandsyn-
lighed: 1/2 og 1/3.

Her kan man ikke sige at den ene Igsning er bedre end den
anden, men eksemplet kan vise at man ved lgsningen af en
opgave bgr specificere den database der benyttes. Uden en
sadan angivelse vil det nemt kunne se ud som om der er
benyttet en forkert database.

| sandsynlighedsregningens historie har der veeret adskillige
diskussioner som bygger pa uklare valg af databaser. En klas-
siker blandt eksemplerne gar under navnet ,Bertrands para-
doks".

Nogle opklarende opgaver
| det falgende eksempel er der igen anledning til en diskussion

af den rette database:

Er udveelgelsen fair?
| to skoleklasser er der fglgende antal elever:

* 9A: 5 piger og 10 drenge
* 9B: 3 piger og 12 drenge

Fra de to klasser skal udveelges en pige. Udveelgelsen
foregar ved at der farst treekkes lod mellem de to klasser
(en mgnt kastes). Fra den vindende klasse udveelges
derefter en pige ved lodtreekning mellem klassens piger.

Spergsmal: Har alle de 8 piger i de to klasser lige stor
chance for at blive udvalgt?

Og her er endnu et eksempel pa database-overvejelser:
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Den rigtige lgsning?

| en aeske er der to rgde kugler og to sorte kugler. Fra
aesken udtages to kugler (ved udtagelse uden tilbage-
laegning). Hvad er chancen for at de to udtagne kugler
har samme farve? Her er to forslag til lasninger.

1. 1gsning

Der er tre muligheder: To rgde kugler, to sorte kugler,
en af hver slags. - | to af disse tre tilfeelde er kuglerne
af samme farve. Svaret er derfor: 2/3.

2. lgsning

Der er fire muligheder: To ra@de kugler, to sorte kugler,
forste kugle rad og anden sort, farste kugle sort og
anden rgd. - | to af disse fire tilfeelde er kuglerne af
samme farve. Svaret er derfor: 2/4, dvs. 1/2.

Giv din kommentar til de to lgsningsforslag. Hvad er den
rigtige lgsning?

| denne opgave leegges op til to lgsninger med udgangspunkt i
hver sin database. Men her er begge lgsninger forkerte, ingen
af databaserne giver det rigtige svar. Ogsa her vil eleverne
gennem eksperimenter let kunne afslare fejlslutningerne.

7.3 Forkert anvendelse af databasen

Fra matematikundervisningen har eleverne erfaringer med et
stort antal eksempler pa at det er sund matematik at reesonne-
re efter en lineser model. Nar 1 kg koster 5 kr., sa vil 3 kg
koste 3x5 kr.

Den linesere model kommer ind mange steder i hverdagens
anvendelser af matematik. Denne model overfgres derfor ofte
ukritisk til arbejdet med chancer: Nar chancen for en sekser er
1/6 i et kast med en terning, sa er den 2/6 i et kast med to
terninger, altsa 1/3.
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Men en opteelling af databasens 36 elementer vil afslgre at
der kun er 11/36 chance, og ikke 12/36, for at fa en sekser ved
to kast med en terning.

| gvrigt kan eleverne godt se at hvis man gik videre i tankegan-
gen til et kast med 6 terninger, sa ville der ikke veere 6/6 eller
100% chance for at f4 en sekser. Og hvad med et kast med
mere end 6 terninger? - Men nar det drejer sig om to kast har
de almindeligvis ingen anfaegtelser.

Eleverne benytter databasen forkert nar de uden videre ger
brug af linearitetsprincippet i forbindelse med fastleeggelse af
chancer.

Her kan databaserne desveerre tit veere noget uoverskuelige,
sa sagen bliver ikke opklaret gennem en henstilling om blot at
teenke i databaser. Vi har da i CHANCE gjort brug af simulerin-
ger ved hjeelp af de to veerktgjer, LOD og KUGLEL1, for pa den-
ne made at lade eleverne foretage en naermere undersggelse
af sagsforholdene.

Ved LOD undersgges fx chancen for at der i en klasse pa 10
elever er to der har fgdselsdag samme dag. Denne sand-
synlighed findes ved anvendelse af LOD at veere ca. 12%. Det
er da naerliggende at eleverne gaetter pa hvad sandsynlighe-
den vil veere i en klasse pa 20 elever? Her geelder linearitets-
princippet ikke, man kan ikke blot fordoble den fundne sand-
synlighed pa 12%. Det er derfor en god aktivitet at lade
eleverne opleve ved egne anvendelser af LOD at den sggte
sandsynlighed for en klasse pa 20 elever er over 40%.

Her er to opgaver med eksempler pa anvendelse af KUGLE1:

Hvor er chancen stgrst?
Giv ved hjeelp af KUGLE-modeller et bud pa fglgende to
chancer:
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1. Chancen for at f& mindst 3 seksere i 10 terningkast.

2. Chancen for at fa mindst 6 seksere i 20 terningkast.

En prave
Du deltager i en prgve hvor du ved hver enkelt opgave
har 40% chance for at lgse opgaven.

Giv ved hjzelp af KUGLE-modeller et bud pa chancen for
at du lgser mindst halvdelen af opgaverne:

1. | en prgve med 10 opgaver.
2.1 en prgve med 20 opgaver.

| begge disse opgaver vil KUGLE-modellerne afslgre at der
ikke kan ,teenkes lineeert” ved fastseettelsen af de ukendte
chancer.

Den farlige model nar det geelder chancer

Det er en hyppig iagttagelse at eleverne gar brug af den line-
gere model i deres omgang med chancer, hvor der benyttes en
database som ikke direkte lader sig overskue. Skal eleverne
have et nuanceret forhold til sandsynligheder og deres
fastleeggelse, kan det skaffes dem gennem et arbejde med
simuleringsprogrammer. Og i den sammenhaeng har LOD og
KUGLE1 vist sig seerdeles nyttige. Disse to vaerktgjer tager vi
op i del 2.

Her er endnu et eksempel pa anvendelse af KUGLEL:
Hvilket spil giver stgrst chance?
Sanne far tilbudt at deltage i et spil hvor der kastes med

mgnter. Man far gevinst hvis mindst 60% af manterne
viser Krone.

91



Deltagerne kan selv veelge om de vil kaste 5 mgnter, 10
mgnter, eller 25 mgnter. | kast med 5 mgnter er der altsa
gevinst ved mindst 3 kronekast, i kast med 10 mgnter er
der gevinst ved mindst 6 kronekast, og i kast med 25
mgnter er der gevinst ved mindst 15 kronekast.

Hvilken af de tre muligheder skal Sanne veelge?

| denne opgave er det en almindelig antagelse hos eleverne at
de tre muligheder stort set har samme chance. Men anvendel-
sen af KUGLEL vil afslgre at der er en vaesentlig forskel mel-
lem chancerne, den farste er helt oppe pa 50%, den sidste er
kun lidt over 20%.

Det er vigtigt at elevernes "linesere teenkning“ tages op til
afpravning, og at de far kendskab til at en sddan metode har
meget begraeensede anvendelser i forbindelse med chancer.
Den linezere metode ma ikke komme til at fremsta som en uni-
versel matematisk metode, men ma vurderes kritisk i den en-
kelte anvendelsessituation.

Forkert repraesentation

En anden fejlagtig anvendelse af databasen optreeder hvor
sammensatte haendelser benyttes som repraesentanter for me-
re omfattende grupper af haendelser. For eksempel kan mgnt-
kastresultatet ,Krone Krone Plat Plat” i fire mgntkast fejlagtigt
opfattes som veerende identisk med haendelsen "To af mgnter-
ne viser Krone og to viser Plat". Derfor vurderes sandsynlighe-
den for haendelsen KKPP hgjere end for haendelsen KKKK,
det er jo meget lettere i fire mgntkast at fa to krone og to plat
end det er at fa fire krone.
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Her er to opgaver som belyser en sadan situation:

Montkast

En mgnt kastes fire gange. Tegn et chancetree der
beskriver eksperimentet, og beregn sandsynligheden for
fglgende heendelser:

1. Der opnas fire kronekast.

2. Der opnas tre kronekast og ét platkast.
3. Der opnas to kronekast og to platkast.
4. Der opnas ét kronekast og tre platkast.
5. Der opnas fire platkast.

Et tilleegsspgrgsmal: Hvad er mest sandsynligt i de fire
kast med en mant: At fa "to af hver slags” eller at fa "tre
af én slags og én af den anden slags*?

Her overrasker det eleverne at "det forkerte resultat® har stgrst
sandsynlighed. En naermere analyse vil give dem forklaringen.

Mgntkast igen
En mgnt kastes fire gange. Hvad er sandsynligheden for
fglgende heendelser:

1. Alle kast giver plat.
2. De to farste giver plat, de to sidste giver krone.
3. De fire kast giver: plat, krone, plat, krone.

Det er i denne opgave en overraskelse for eleverne at de tre
heendelser har samme sandsynlighed. - Ogsa her kan de af-
prove de teoretiske resultater gennem eksperimenter.

7.4 Chancetraet bruges ikke
Vi kan lade chancetraeet symbolisere anvendelsen af chance-
lzerens regler og metoder. Vi skal da give nogle eksempler pa
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manglende eller fejlagtig brug af de beregningsregler der lig-
ger indbygget i anvendelsen af chancetraeer.

En opgave fra EMMA-temaet Levetid:

En mand pa 20 ar gifter sig med en 18-arig kvinde. Hvad
er sandsynligheden for at de begge lever pa deres 50
ars bryllupsdag?

(Statistikken fortzeller at en 20-arig mand har 67% chan-
ce og en 18 arig kvinde 81% chance for at leve i yderli-
gere 50 ar).

Denne opgave volder bade elever og leerere vanskeligheder.
Der er faktisk i de to grupper ikke stor forskel pa svarenes va-
riation: Nogle giver som svar den stgrste chance, 81%, andre
giver den mindste, 67%. Andre igen tager gennemsnittet af de
to tal. Og sa er der selvfglgelig nogle der giver det rigtige svar.

Selv elever der har arbejdet med chancetraeer, kan give et af
de naevnte forkerte svar. Det ser ud som om man over for en
sadan opgave forfalder til naive fremgangsmader, maske nog-
le man har haft gode erfaringer med ved den traditionelle be-
handling af regneopgaver.

Den samme opgave findes ogsa i EMMA-temaet Chancetrze:

50 ar senere

En 20-arig mand gifter sig med en 18-arig kvinde. Tegn
et chancetrae der belyser parrets chance for at leve i 50
ar, og beregn sandsynligheden for:

1. Begge er i live 50 ar senere.

2. Ingen af dem er i live.

3. Mindst én af dem er i live.

4. Kvinden er i live, manden er dad.
5. Manden er i live, kvinden er dad.
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| denne opgave sg@rger vendingen , Tegn et chancetrae” for en
korrekt besvarelse af opgaven.

Her er en variation af samme tema:

Tre fodboldkampe har hver en chance pa 70% for at give
hjemmesejr. Hvad er chancen for hjemmesejr i dem alle
tre?

Et spargsmal af den art har faet praktisk interesse efter at der
er indfart pengespil pa fodboldkampe i Danmark.

Det er hos ukyndige, dvs. dem der ikke teenker i chancetraeer,
en hyppig antagelse at hvis der er 70% chance i hver kamp for
hjemmesejr, sa er der ogsa 70% for at alle tre kampe ender
med hjemmesejr. Og péa dette grundlag vurderer de risikoen
ved at seette 1000 kr. ind i et veeddemal om at de tre udvalgte
kampe alle giver hjemmesejr.

Men en anvendelse af chancelaerens regler vil vise spilleren at
hans veeddemal kun kan forventes at give gevinst i 1 ud af 3
uger, idet chancen for at alle tre kampe ender med hjemme-
sejr jo i chancetreeet beregnes til ca. 35% - under forudsaet-
ning af at resultaterne i de tre kampe er uafhaengige af hinan-
den.

Gentagelsesfejlen

Man kan kalde den fejlvurdering vi her har omtalt, for "genta-
gelsesfejlen”: En heaendelse som kan beskrives ved at en
raekke enkeltsituationer alle skal indtreeffe, vurderes alene pa
enkeltsituationen. Den bliver dermed ikke indteenkt i et chan-
cetree hvor en beregning ville vise ganske andre resultater. |
treeet svarer enkeltsituationen jo til et enkelt grenstykke,
medens den sammensatte haendelse svarer til en hel gren i
treeet.
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Hos elever er en sadan tankegang ikke sjeelden. Et eksempel:
| et spil er er 30% chance for gevinst. Hvor mange gevinster
kan du forvente i 10 spil?

Elevens svar: Ingen!

Begrundelsen: Fordi det mest sandsynlige antal gevinster i ét
spil er 0, og dette resultat ma veere gaeldende for alle 10 spil.
(Er der her igen tale om en sund matematisk tankegang som
mgder sit nederlag i chancelaeren?)

| sddanne eksempler vil et chancetree eller en simulering
kunne vise at chancen for at fa mindst én gevinst er en ganske
anden end den der er knyttet til det enkelte spil.

Sma risikoer som gentages

Ogsa i forbindelse med gentagne risikoer vil gentagelsesfejlen
kunne iagttages. Sma risikoer som gentages et stort antal
gange, vurderes ud fra den lille risiko i enkeltsituationen. En
behandling af spgrgsmalet ved hjeelp af et chancetrze eller ved
en simulering vil kunne afslgre at mange sma risikoer kan lgbe
op til én stor risiko.

| lengden gar det galt!

Peter karer hver dag med S-tog til sit arbejde i Kaben-
havn. Der er en risiko pa 5% for at der foretages billet-
kontrol pa turen. Hvad er chancen for at Peter kommer
ud for mindst én billetkontrol i lgbet af 10 ture? | Igbet af
20 ture? | lgbet af 50 ture?

Denne opgave har selvfglgelig sit positive modstykke:

Far eller senere lykkes det!

Karsten spiller pa roulette hvor der er 37 mulige resulta-
ter, nemlig tallene fra O til 36. | hvert spil seetter han sin
indsats pa sit lykketal nr. 13. Hvad er chancen for at
lykketallet kommer ud mindst én gang i lgbet af de farste
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10 spil? Hvad er chancen for at det kommer ud i lgbet af
de farste 20 spil? De farste 50 spil?

| begge disse opgaver kommer eleverne frem til en besvarelse
ved hjeelp af simuleringer ved en KUGLE-model.
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Allan C. Malmberg

CHANCE ET IT-LAREMILIOD

Del 2: Leeremiljgets opbygning



1. Leering i LEARN-miljger

De it-leeremiliger der er udviklet i INFA, har faet betegnelsen
LEARN-miljger. Disse miljger sigter mod at give eleverne opti-
male betingelser for

Laering i tilknytning til emnet
Engagement i arbejdet med emnet
Aktiviteter til udforskning af emnet

Refleksioner  over indvundne erfaringer
Nyvurdering af egen kunnen

Et LEARN-miljg opbygges med udgangspunkt i et fagligt tema.
Til eksempel kan neevnes at der er udviklet LEARN-miljger i
tilknytning til arbejdet med tal, med geometri og med sandsyn-
ligheder.

Et LEARN-tema vil sigte mod bestemte klassetrin. Der vil der-
for kunne opbygges flere LEARN-miljger inden for samme te-
ma, fx temaet tal, men med elever fra forskellige klassetrin
som malgruppe. De farste LEARN-miljger der er udviklet i
INFA-projektet, henvender sig til klassetrinnene 6-10.

Her skal gives nogle kommentarer til de fem sigtepunkter for
LEARN-miljgerne.

Leering

Det er en selvfglge at der i lseremiljget tilstreebes en faglig
laering inden for det behandlede emne. Laeremiljget skal statte
elevens arbejde med at opna indsigt og forstaelse og at frem-
me feerdigheder og kunnen. En vigtig fase er arbejdet med
problemer og udvikling af problemlgsningskompetence.

Matematik er karakteriseret ved de mange muligheder for for-
mulering af opgaver og problemer pa ethvert fagligt niveau, og
netop aktiviteter af problemlgsende art er ofte en steerk inte-
resseveekker for den motiverede elev.
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En sidegevinst ved den malrettede laering i tilknytning til det
givhe emne kan veere en indfgring i matematisk metode og
tankegang. Ogsa leeringens vilkar i form af samarbejder kan
blive taget op til afprgvning. Hjeelpemidler fra it kan her give
gode muligheder for realisering af nye samarbejdsformer, og
de kan stgtte elevernes drgftelser, deres argumentation og
deres opbygning af feelles faglig forstaelse.

Et LEARN-miljg kan udmaerket fremmes gennem arbejde der
foregar i grupper, og ofte vil den veesentlige del af aktiviteterne
med de faglige emner forlgbe i team-arbejde. Elever kan laere
af hinanden, de kan stgtte hinanden i de enkelte arbejds-
processer, og de kan i feellesskab finde frem til lgsninger pa de
problemer de er optaget af. | sddanne samarbejder kan it-
veerktgjerne veere til stor gavn.

Men den egentlige indsigt i et nyt emne og forstaelsen af nye
sammenhzaenge i et fagligt omrade, det er og bliver en individu-
el foreteelse. Det er ikke elevgrupper der skaffer sig viden og
forstaelse og opbygger nye kognitive strukturer, det er en op-
gave for den enkelte elev. Den enkelte ma derfor gennem
egne udfordringer og egne aktiviteter na frem til at opbygge sin
faglige kunnen, men han kan selvfglgelig have stort udbytte af
samarbejder undervejs i denne proces.

Engagement

Helt afggrende for arbejdets forlgb er elevens motivation og
engagement. Det er derfor vigtigt at denne side af leeringen
tages op og gives sa gode vilkar som muligt. En del stgtte til
opbygning af motivationen kan hentes i at lseremiljget beskeef-
tiger sig med problemstillinger der af eleverne opfattes som re-
levante, vedkommende og meningsfyldte. Endvidere skal de
benyttede faglige eksempler veere overskuelige og handterli-

ge.

Det er her it-veerktgjet skal sta sin prave. Det skal blive et na-
turligt hjeelpemiddel for eleven, og det skal veere et hjselpe mid-
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del som er let at anvende. Det ma vaere opbygget p4 en sadan
made at eleven ikke har vanskeligheder med at seette sig ind i
programmets muligheder, og nar veerktgjet tages frem igen til
fornyet brug, ma det kreeve et minimum af indsats for eleven at
genkalde sig hvad programmet kan og hvordan det anvendes.
lt-leerevaerktgjerne bar blive et lige sa naturligt hjaelpemiddel
ved arbejdet med de faglige emner som lommeregneren er det
i arbejdet med hverdagens regneprocesser.

Arbejdet i leeremiljget ma sigte mod at elevernes nysgerrighed
og leerelyst styrkes. Her kan opgaver af dben karakter veere et
hjeelpemiddel, og ogsa elevernes aktivitet med selv at opstille
problemstillinger kan vaere med til at lade matematikken frem-
treede som et inspirerende arbejdsfelt.

Aktiviteter

Arbejdet i LEARN-miligerne bygger i udstrakt grad pa at ele-
verne engagerer sig i aktiviteter af eksperimenterende og ud-
forskende art. De benyttede it-veerktgjer skal lsegge op til en
sadan arbejdsmetode, og de skal give gode muligheder for at
eksperimenter og afpr@gvninger kan blive en naturlig arbejds-
form i omgangen med de matematiske emner.

Observationer fra de udferte eksperimenter skal drgftes og
analyseres, og antagelser og hypoteser skal opstilles og afpra-
ves. Ofte kan erfaringerne fare til formulering af mere generel-
le resultater som derefter afprgves ved indhentning af nye da-
ta.

Gennem aktiviteterne og de tilhgrende overvejelser vil elever-
ne kunne stifte bekendtskab med en arbejdsmetode og en tan-
kegang som er et karakteristisk treek for en reekke fagomrader.

Men aktiviteter er ikke selve malet for arbejdet, de er kun et
middel til at opna at eleverne far optimale muligheder for deres
lzering. Aktiviteter er vigtige, men de ma ikke hastes igennem.
Der skal veere tid til eftertanke og overvejelse. Hajt tempo og
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hurtige skift fra det ene emne til det naeste er ikke et gode i be-
skeeftigelsen med matematik.

Refleksion
En vigtig facet i arbejdet i LEARN-miljgerne er elevernes re-
fleksion over egen laering.

Det er afggrende for leere-udbyttet at LEARN-miljgerne giver
gode vilkar for denne meget vigtige proces hvor eleverne re-
flekterer over det faglige stof de beskeeftiger sig med, og hvor
de far det indplaceret i deres matematiske univers.

Denne refleksion kan stattes gennem en raekke initiativer:

Seerlig udformning af elevteksten

Specielle faglige aktiviteter

Seerlige opgavetyper: Faglige opgaver/’Stileopgaver”
"Meta-indslag”: Omtale af lseringsmal og sigte
Uddybende spargsmal til fremme af refleksion
Anvendelse af multimedie-virkemidler

Vi kan ogsa fremme elevernes refleksion ved at opfordre dem
til at ga ind i aktiviteter som:

At beskrive faglige situationer af central og typisk art
At fremstille opgaver som afspejler aktivitetsomradet
At fare "Logbog”: Nedfeeldelse af erfaringer og oplevel-
ser

At give egne fremstillinger af aktivitetsomradet

At tilretteleegge undervisningsforlgb for andre elever
At lade eleverne udforme en mini-lserebog

Der er ingen tvivl om at en indsats med hensyn til stgtte og

fremme af de faglige refleksioner kan veere af stor betydning
for leeringens vellykkede forlgb.

103



Nyvurdering

Arbejdet i LEARN-miljget skulle gerne fare til at eleverne udvi-
der deres matematiske univers bade med hensyn til det faglige
omrade og med hensyn til det at leere matematik og at fa ny
indsigt. Eleverne kommer dermed frem til en nyvurdering af
deres faglige forstaelse, deres viden og kunnen.

Gennem arbejdet opnar de et overblik over det faglige omra-
de, og de ser strukturer som de ikke tidligere har veeret op-
maerksom pa. De far endvidere kendskab til det faglige emnes
fundamentale ideer, de ser reekkevidden af de benyttede it-
veerktgjer, og de stattes i deres tiltro til egne evner i arbejdet
med matematik.

104



2. Opbygning af LEARN-miljger

Af de ovenstaende kommentarer vil det fremga at det er en
omfattende sag at udvikle LEARN-miljger som tilgodeser alle
de givne hensigter. Et LEARN-miljg er da heller ikke noget der
fremstar fuldt og feerdigt efter en farste arbejdsindsats, det vil
blive revideret, justeret og eendret i en lgbende proces.

Nar det faglige tema for LEARN-miljget er fastlagt, kan den
egentlige udvikling ga i gang. Her vil falgende faser indga:

Det faglige stof
Det faglige stof udveelges, struktureres og tilpasses klasse-
trinnene.

Computerprogrammer
Der udvikles edb-programmer som kan stgtte arbejdet med
det faglige emne.

Elevtekster

Der udarbejdes tekster, og der udformes sma "Prgv selv’-
afsnit hvor eleverne kan kontrollere deres forstaelse af pro-
gram og tekst.

Medie-indslag
Der tages stilling til medie-indslag af relevant art, fx videoklip,
audiofiler og internet-anvendelse.

Elevernes selvstaendige arbejde

Der opbygges oplaeg til elevernes selvsteendige arbejde med
opgaver af forskellig art: Fra delvis feerdigformulerede opgaver
til ganske abne problemstillinger.

Refleksioner og tilbageblik

Der indlaegges i temamaterialet opgavesituationer og arbejds-
situationer som hjeelper eleverne til at foretage refleksioner
over det udfgrte arbejde og de opnaede resultater.
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Laererorientering
Der udarbejdes en orientering til leereren med forslag til hvor-
ledes arbejdet med det faglige tema kan forega.

EMMA-temaer

LEARN-milijgerne opbygges i INFA pa de sakaldte EMMA-
temaer. EMMA star for "Elektroniske materialer til matematik”.
Til hvert EMMA-tema foreligger en orientering til leereren, en
elevtekst og de tilhgrende it-veerktgjer.

EMMA-materialerne er tilrettelagt med henblik pa at eleverne,
enkeltvis eller i grupper, i udstrakt grad arbejder selvsteendigt
med det faglige stof. Til de enkelte EMMA-temaer vil foreligge
folgende materialer:

En orientering til leereren

Der gives en beskrivelse som henvender sig til lsereren og
som giver et overblik over det foreliggende emne. Beskrivel-
sen kan veere til hjeelp for den leerer som overvejer at inddrage
emnet i en undervisning der anvender it som veerktgj.

Der stilles i beskrivelserne forslag til hvilke klassetrin det pa-
geeldende EMMA-tema kan benyttes pa, og der gives en vur-
dering af arbejdets omfang i lektioner. Endvidere gives en kort
omtale af fglgende punkter:

Baggrund

En begrundelse for at det pagaeldende emne indgar i undervis-
ningen i skolen. Her kan vaere henvisning til laeseplan og til
faglig-peedagogiske redeggrelser.

Fagligt indhold

En kort omtale af det faglige indhold i emnet. Beskrivelse af
elevaktiviteter.
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Elevernes arbejde med EMMA-temaet

En beskrivelse af hvorledes arbejdet med det faglige stof er
tilrettelagt i det foreliggende EMMA-tema. Materialerne til det
enkelte tema vil almindeligvis veere opdelt i sma afsnit der hver
indeholder forslag til elevaktiviteter.

EMMA* temaer

Som et tilbud til elever med seerlig interesse og seerlige evner
for matematik tilretteleegges nogle sakaldte EMMA-stjerne-
temaer. Disse temaer stiller starre krav til elevernes matema-
tiske modenhed og deres evne til at arbejde selvstaendigt.
EMMA * temaerne er teenkt som en udfordring til enkeltelever,
de vil naeppe kunne anvendes i en undervisning for hele klas-
sen.

Undervisningsmaterialet til eleverne
Undervisningsmaterialet til eleverne er kernen i EMMA. Gen-
nem det skal eleverne have mulighed for at arbejde selvsteen-
digt med de faglige emner. | arbejdet skal indga udfordrende
og inspirerende faglige aktiviteter, og arbejdet skal tilrettelseg-
ges med henblik pa at eleverne far lejlighed til at reflektere
over de opnaede resultater, sa de far indpasset de nye erfarin-
ger og den ny viden i deres matematiske univers.

Sadanne refleksioner vil kunne udfolde sig i en laererstattet ef-
terbehandling af det faglige arbejde, men det er en erfaring at
denne efterbehandling vil kunne fa bedre vilkar hvis eleverne
undervejs i arbejdet, enkeltvis eller i grupper, gar reflekterende
overvejelser og foretager tilbageblik for at sesette de udferte
aktiviteter ind i en faglig og erkendelsesmaessig sammen-
haeng.

Gennem aktiviteter gives en indfgring i det faglige emne.
Aktiviteterne vil fgre eleverne ind i det faglige stof, og de vil be-
lyse de faglige begreber og metoder. Det er afggrende for
leeringens forlgb at eleverne arbejder med at lgse de stillede
opgaver og gennemfgrer de foreslaede overvejelser over de
indvundne resultater.
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| tilknytning til beskrivelsen af elevernes arbejde med temaet
gives forslag til supplerende aktiviteter som kan udfolde sig i
klasseregi. Der gives ideer til hvad der kan indgéa i en feelles
indledning til temaet og hvad der kan tages op i en efterbe-
handling af de faglige emner.

Arbejdsformen for eleverne

Det er INFAs erfaring at arbejdet med matematik bedst foregar
under vilkar hvor der er god tid til tankevirksomhed og overve-
jelser. EMMA-arbejdet er derfor tilrettelagt saledes at de elek-
troniske tekster kan hentes ned fra datanettet og udprintes.
Eleverne kan derefter i fred og ro seette sig ind i det faglige
stof. Undervejs vil de ga til computeren og benytte de pro-
grammer der er knyttet til det pageeldende EMMA-tema. Der
kan ogsa i EMMA-temaet veere givet henvisninger til supple-
rende materialer som kan hentes gennem opkobling til inter-
net.

Elevernes arbejde foregar saledes ikke ngdvendigvis under
stadig opkobling til datanettet. Den solide arbejdsfase forlgber
i fred og ro i det tempo, eleven veelger. | arbejdet anvendes
computeren til de ngdvendige karsler af edb-programmer. On-
line aktiviteter er ved denne arbejdsform begraenset til at ele-
verne henter supplerende materiale gennem datanettet.

Det skal naevnes at EMMA-materialerne ogsa foreligger i en
version hvor elevaktiviteterne foregar under opkobling til
EMMA-databasen. Her kan undervisningen ggre brug af alle
muligheder for samspil med datanet og multimedier.

Arbejdet med EMMA-temaerne sigter mod at give eleven:

Nye faglige oplevelser og udfordringer
Nye arbejdsformer

Ny inspiration til samarbejde

Nye problemlgsningsveerktgjer
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Ny indsigt i matematikken
Ny opfattelse af matematikkens rolle
Ny lyst til at lzere og nyt syn pa laering
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3. Leeremiljget CHANCE: Fire faglige omrader

Vi skal nu neermere beskrive hvad der indgar i it-laeremiljget
CHANCE. Indholdet vil i det veesentlige bygge pa EMMA-te-
maer, INFAs elektroniske materialer til matematik.

Materialerne i leeremiljget CHANCE vil knytte sig til falgende
fire faglige omrader:

Indledende arbejde med data og sandsynligheder
Problemlgsning i chancesituationer

Arbejde med databaser og chancer

Chancer i spil

Indledende arbejde med data og sandsynligheder

Her gives grundlaget for arbejdet med at fastleegge sandsyn-
ligheder ud fra data der er indhentet gennem eksperimenter af
chancemeessig art. | tilknytning til arbejdet med det statistiske
sandsynlighedsbegreb gives en indfgring i hjeelpemidler fra
den deskriptive statistik.

Som et seerligt emne behandles serier af eksperimenter.
Gennem computer-simuleringer vises hvordan der i leengere
serier af eksperimenter kan observeres en frekvens-stabilitet,
et forhold der er af afggrende betydning for mange fortolknin-
ger af sandsynligheder i praktiske sammenhaenge.

Endvidere gives i dette omrade en indledende behandling af
det kombinatoriske sandsynlighedsbegreb. Her fastleegges
sandsynligheder pa grundlag af opteellinger af gevinstudfald i
udfaldsrum med ligeveegtede udfald.

Problemlgsning i chancesituationer

Dette omrade er det centrale i CHANCE. Her introduceres tre
slagkraftige generelle it-vaerktgjer til brug for elevernes arbejde
med chancesituationer.
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To af it-veerktgjerne, LOD og KUGLE123, gar brug af compu-
tersimuleringer. De ukendte chancer bestemmes gennem ind-
samling af data fra simulerede eksperimenter. Disse veerktajer
vil kunne anvendes ved problemlgsninger som ligger langt
uden for elevernes reekkevidde ved en traditionel teoretisk be-
handling af det faglige indhold. Men it-veerktgjerne vil kunne
fremlaegges i en forstaelig og meningsfyldt form for eleverne,
og de vil opleve at disse veerktgjer er meget steerke hjeelpe-
midler i deres arbejde med problemer i chancesituationer.

Det tredje it-veerktgj, TRA, kan benyttes ved beregning af
sandsynligheder for sammensatte haendelser. Dette veerktgj er
af lidt mere teoretisk art, og det vil neeppe kunne blive et al-
ment hjeelpemiddel for alle elever. Men det findes i en forenk-
let udgave i form af programmet /ESKE, et program der er
ganske ligetil at anvende.

Et undervisningsmateriale som bygger pa de ovennaevnte it-
veerktgjer til brug ved problemlgsning i chancesituationer, vil
foreligge i en kommende INFA-publikation.

Arbejde med databaser og chancer

Her arbejdes med to databaser der indeholder data som er let
tilgeengelige for fortolkninger. Den ene database indeholder
oplysninger om danskernes levetid. Det vil veere oplagt at an-
vende den til belysning af elementasere problemstillinger vedrg-
rende dgdelighed og levetider.

Den anden database indeholder oplysninger om det danske
vejr maned for maned fra 1920 og fremefter. Denne database
lader eleverne foretage chancemaessige overvejelser i tilknyt-
ning til meningsfulde data.

Det er sigtet med disse to databaser at eleverne skal blive for-

trolige med at anvende statistik og sandsynlighed som naturli-
ge veerktgjer ved beskrivelser og ved problemlgsning.
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Chancer i spil

Her gives en omtale af nogle af de chancespil der er udviklet i
INFA-projektet. Eleverne kan arbejde med situationer hvor der
skal foretages beslutninger som treeffes pa grundlag af chan-
cemeessige overvejelser. Spillene vil kunne bidrage til at give
nuancer i elevernes chancebegreb, men de vil ogsa kunne
benyttes til at dbne elevernes gjne for spilovertro og for falske
forestillinger om mulighederne i hverdagens spil.

*

Indholdet af de fire omrader beskrives naermere i de falgende
afsnit. Beskrivelsen vil i det vaesentlige blive givet ud fra de
leererorienteringer der knytter sig til de enkelte EMMA-temaer.
Elevteksterne vil kun blive inddraget i et beskedent omfang.
Det haenger sammen med at elevteksterne i EMMA-temaerne
vil veere under stadig opdatering med hensyn til indhold og
udformning og med hensyn til inddragelse af relevante medie-
indslag. - De aktuelle versioner af elevteksterne vil kunne ses
under EMMA-temaerne pa INFAs hjemmeside: www.infa.dk.

| afsnit 10 vil blive givet forslag til hvorledes der kan arbejdes
med it-leeremiljger i en undervisningssituation.
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4. Indledende arbejde med data og sandsynligheder

Her behandles i afsnit 4.1 Statistisk sandsynlighed og De lan-
ge seriers lov og i afsnit 4.2 Kombinatorisk sandsynlighed. De
tre emner udger grundlaget for beskaeftigelsen med de faglige
emner fra omradet statistik og sandsynlighed i leeremiljget
CHANCE.

Nedenfor gengives orienteringen til lsereren.

4.1 Statistisk sandsynlighed

EMMA-tema: Taldata 1-3 Chancer gennem eksperimenter

Klassetrin: 6-10

Omfang: 8-12 lektioner

Programmel: Kast, Quiz, VisiStat, Serie.

Fagligt omrade: Chancer gennem data, deskriptiv

statistik, statistisk sandsynlighed.

Baggrund

Arbejdet med tal indtager en central placering i skolens mate-
matik. | det forelagte tema arbejdes med taldata og deres be-
skrivelse, samt anvendelsen af taldata nar der hentes informa-
tioner til belysning af sagsforhold. Arbejdet med taldata vil kun-
ne udvikle elevernes talkunnen, dvs. deres talindsigt og
talforstaelse og deres faerdighed i at omgas tal pa fornuftig vis.

Temaet giver tillige en indfaring i metoder fra den deskriptive
statistik. Disse metoder vil kunne anvendes overalt hvor der
arbejdes med informationer som fremleegges ved hjeelp af tal-
data. Temaet afsluttes med en omtale af "De lange seriers lov”
hvor anvendelsen af serier af eksperimenter tages op.
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Eleverne kan gennem arbejdet med dette tema opna fortrolig-
hed med beskrivelser der inddrager statistiske materialer. De
vil endvidere fa en indfaring i emnet statistisk sandsynlighed.

Fagligt indhold

Temaet beskeeftiger sig med taldata og deres fremleeggelse i
form af tabeller, diagrammer og meaerketal. Behandlingen af te-
maet sker i nzer tilknytning til eksempler hvor spgrgsmal om
ukendte chancer belyses gennem indsamlede taldata. Temaet
giver sdledes grundlag for et indledende arbejde med statistisk
sandsynlighed, og de anvendte metoder fra den deskriptive
statistik udger et fundament for et efterfalgende arbejde med
statistisk sandsynlighed.

| arbejdet med temaet gares brug af et edb-veerktgj i form af
INFA-programmet VisiStat. Dette program kan uden vanskelig-
heder erstattes af andre edb-programmer som giver muighed
for at inddrage metoder fra den elementeere deskriptive stati-
stik.

| temaet behandles de begreber og metoder som i skolens
matematik er neevnt under statistik. Der arbejdes med frem-
leeggelse & talinformation i tabeller som frekvenstabeller og
sumtabeller. Af diagrammer og grafer behandles pindedia-
grammer, sgjlediagrammer, trappediagrammer og sumkurver.
Endvidere gares brug af meerketal, sdsom gennemsnit, frakti-
ler, svre og nedre kvartil og median. Alle de omtalte hjeelpe-
midler introduceres i en meningsfyldt sammenhaeng hvor de
kan bidrage til arbejdet med at skaffe information om ukendte
sandsynligheder.

EMMA-temaet er opdelt i tre dele. | Taldata 1 behandles data
der foreligger som enkeltdata, i Taldata 2 behandles gruppere-
de eller intervalopdelte data. | Taldata 3 behandles "De lange
seriers lov”, et emne der er afggrende for alt arbejde med sta-
tistisk sandsynlighed.

114



Et indledende arbejde kan udmeerket begraense sig til at om-
fatte del 1. Men det er vigtigt at der senere vendes tilbage til
savel del 2 som del 3.

Arbejde med EMMA-temaet Taldata 1- 3

Indhold
Taldata 1: Elementer fra den deskriptive statistik
Taldata 2: Grupperede materialer
Taldata 3: De lange seriers lov

Taldata 1 Gennem et eksempel med indsamling af data til
bestemmelse af en ukendt chance gives en indfgring i de
grundleeggende begreber fra den deskriptive statistik. Det dre-
jer sig om tabeller, grafiske fremstillinger og meerketal. | Talda-
ta 1 arbejdes udelukkende med data der foreligger som enkelt-
data.

Nar eleverne undervejs i arbejdet har fremstillet deres egne
tabeller og diagrammer og foretaget de tilhgrende beregnin-
ger, inddrages edb-veerktgjet VisiStat. Eleverne kan nu lade
programmet gentage arbejdet, og de vil kunne studere pro-
grammets udskrifter og herigennem blive fortrolige med hvor-
dan tabeller og diagrammer tager sig ud i edb-veerktgjets ud-
gave.

Taldata 1 afsluttes med elevernes arbejde med en raekke op-
gaver. De vil her frit kunne anvende edb-vaerkigjet.

Taldata 2. Her viderefgres omtalen af emner fra den deskripti-
ve statistik, idet der nu arbejdes med data der foreligger som
grupperede data. De faglige begreber belyses igen i tilknytning
til et gennemgaende eksempel.

Taldata 3. Her illustreres anvendelsen af korte og lange serier
af eksperimenter ved indsamling af data. Det fagrer frem til "De
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lange seriers lov” - en grundlov for al omgang med statistiske
sandsynligheder.

Brugen af edb-hjselpeprogrammer. Til brug for arbejdet med
EMMA-temaerne Taldata 1 og 2 er udviklet to hjeelpeprogram-
mer Kastog Quiz der kan benyttes ved elevernes indsamling
af data. Programmerne er udformet saledes at eleverne skal
deltage aktivt i arbejdet med at holde styr pa data, og der er
ikke foretaget nogen automatisering af de arbejdsprocesser
der indgér i den statistiske bearbejdelse. Det er en erfaring at
der ved en indfaring i emnet bar veere tale om en sadan naen-
som brug af edb hvis ikke eleverne helt skal miste kontakten
med hvad de foretager sig. — Til arbejdet med Taldata 3 er
udviklet programmet Serie.

Forslag til supplerende aktiviteter i klassen

Indledning. En omtale af samfundets anvendelse af taldata
med eksempler fra aviser og elektroniske medier. Eksempler
pa forskellige former for fremleeggelse af statistik: Diagrammer
og tabeller. Eventuelt kan der fremleegges og diskuteres ek-
sempler pa hverdagens misbrug af taldata. Eksempler kan
eventuelt tages fra INFA-publikationen "De keere tal”.

Efterbehandling. Her bar der arbejdes med at opstille over-
sigter over de benyttede metoder og med drgftelser af anven-
delsen af de statistiske hjeelpemidler: Hvilke tabeller har man
brug for i forelagte opgavesituationer, hvilke diagrammer giver
de @gnskede informationer, og hvilke meerketal er det mest
hensigtsmaessigt at benytte?

Endvidere kan der indledes en drgftelse af hvorledes vi gen-
nem indsamling af data kommer frem til information og viden
om ukendte sagsforhold. Efterbehandlingen kan suppleres
med en fornyet dreftelse af hverdagens anvendelse og
fremlaeggelse af taldata, nu maske under en kritisk vinkel hvor
man diskuterer alternative fremgangsmader.
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4.2 Kombinatorisk sandsynlighed

EMMA-tema: Chancer gennem opteellinger

Klassetrin: 6-10

Omfang: 4-6 lektioner

Programmel: intet

Fagligt omrade: Grundbegreber fra sandsynlighed,

kombinatorisk sandsynlighed

Baggrund

Temaet beskeeftiger sig med grundbegreber vedrgrende sand-
synlighed. | dette tema er det den kombinatoriske sandsynlig-
hed der behandles, dvs. sandsynligheder der fremkommer
gennem opteelling af gevinstudfald i et udfaldsrum bestaende
af ligeveegtede udfald.

Temaet udgegr sammen med temaet "Taldata 1 — 3 Chancer
gennem eksperimenter” det materiale der kan vaere fundament
i den indledende behandling af fagomradet.

Fagligt indhold

Temaet behandler udfaldsrum og ligeveegtede udfald. Der g&
res brug af de klassiske eksempler: mgntkast, terningkast og
simple stikprgveudtagelser fra sma samlinger af kugler. De
benyttede udfaldsrum er af enkel og overskuelig art, og af
sammensatte eksperimenter ggres kun brug af sammensaet-
ninger af to deleksperimenter.

| tilknytning til arbejdet med bestemmelse af sandsynligheder
gives en farste indfgring i brugen af reducerede udfaldsrum
ved beskrivelser hvor der foreligger ekstra information om det
betragtede chanceeksperiment. Sddanne reducerede udfalds-
rum behandles neermere i EMMA-temaet "Chancetraeer” (se
afsnit 7 nedenfor).
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Emnet Stikprgver tages op igen i tilknytning til programmet
KUGLEZ1. Se herom i afsnit 6.1

| arbejdet med temaet "Chancer gennem opteellinger” ggres
ikke brug af edb-programmer. Opteellingerne i de benyttede
eksempler og opgaver er af en sa enkel karakter at hjeelpemid-
ler fra kombinatorikken ikke er ngdvendige. Hvis leereren fin-
der det gnskeligt, kan der dog inddrages et program til brug for
beregning af kombinatoriske sandsynligheder. Elever kan da
med programmet foretage kontrol af egne beregninger. Et sa-
dant program findes i INFA-programmet Terning der giver mu-
lighed for beregning af sandsynligheder i forbindelse med kast
med terninger.

Der leegges i temaet vaegt pa arbejdet med opstilling af ud-
faldsrum. | eksempler og opgaver drgftes situationer hvor den
fremlagte chancesituation lader sig beskrive ved forskellige
udfaldsrum.

En videre behandling af kombinatoriske sandsynligheder er
givet i EMMA*temaet Kombinatorik.

Arbejde med EMMA-temaet Chancer gennem opteellinger

Indhold

Et kast med en terning

Vi kaster med mgnt

Vi kaster med to terninger
Stikpraver med tilbageleegning
Stikpraver uden tilbagelaegning
Hvilket udfaldsrum?

Opgaver

NogkrwdE

Afsnit 1- 3. Gennem et indledende eksempel med et klassisk
chanceeksperiment gives en indfgring i nogle grundleeggende
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begreber fra arbejdet med sandsynligheder: Udfald, udfalds-
rum, ligeveegtede udfald, gevinstudfald, sandsynlighed.

Begreberne eksemplificeres videre i omtalen af simple sam-
mensatte eksperimenter, farst gennem to kast med en mgnt,
og dernaest ved to kast med en terning.

Afsnit 4-5. Her behandles stikprgveudtagelse i den mest ele-
menteere form hvor der blot udtages to elementer fra en fore-
lagt samling. De to typer af udtagelser, med tilbageleegning og
uden tilbagelaegning, behandles i hver sit afsnit.

| tilknytning til stikpr@veudtagelser introduceres begrebet redu-
ceret udfaldsrum. Dette emne optreeder her blot i formen “et
udfaldsrum som afspejler at der foreligger ekstra informationer
om den forelagte chancesituation”. |1 en videre behandling,
som fx i temaet "Chancetreeer”, vil de reducerede udfaldsrum
naturligt fare til behandlingen af betingede sandsynligheder.

Afsnit 6. Her gives et elementaert eksempel hvor den forelagte
chancesituation naturligt kan beskrives ved forskellige udfalds-
rum.

Afsnit 7. | dette afsnit findes et udvalg af opgaver som kan be-
lyse de behandlede emner. Det skal anbefales at der ggres en
stor indsats i arbejdet med disse opgaver. Chancesituationer
er et nyt fagligt omrade for eleverne, og det er vigtigt at de far
et nuanceret billede af hvordan sadanne situationer kan frem-
treede.

Mange af opgaverne vil veere velegnede til et arbejde hvor ele-

verne i sma grupper far lejlighed til at drgfte de forelagte chan-
cesituationer.
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Forslag til supplerende aktiviteter i klassen

Indledning. En omtale af hvordan chancesituationer optreeder
i vor hverdag. Eksempler fra spil, fra sygdom og sundhed, fra
trafikstatistikker, fra kriminalstatistikker, etc.

Endvidere en drgftelse af hvordan vi anvender chanceudtryk i
vort sprog: "Det er sandsynligt”, "Der er 50-50 chance for”,
"Det er usandsynligt at ...”,etc. Ogsa til eksempel en drgftelse
af hvad vi mener nar vi siger: "Der er 30% chance for...”, eller
"Det er 100% sikkert at ..”, etc.

Efterbehandling. Her bgr de nye begreber tages op til draftel-
se. Iseer begrebet udfaldsrum og ligeveegtede udfald.
Drgftelsen kan maske bedst foregda med udgangspunkt i
nogle af opgaverne fra EMMA-temaets afsnit 7.

Der kan ogsa vendes tilbage til den indledende droftelse i

hvad eleverne lsegger i hverdagens chanceudtryk. Har det een-
dret sig i lys af deres arbejde med temaet?
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5. Problemlgsning i chancesituationer: LOD

| dette og de folgende to afsnit behandles de centrale pro-
blemlagsningsveerktajer der indgar i CHANCE:

LOD (afsnit 5)
KUGLEZ123 (afsnit 6)
TRA (afsnit 7)

| tilknytning til omtalen af LOD og KUGLE123 er givet nogle
uddybende kommentarer med hensyn til anvendelsen af disse
steerke veerktgjer i undervisningen,

5.1 EMMA-tema: Hvad er chancen? Brug LOD
Klassetrin: 6-10
Omfang: 3-5 lektioner
Programmel: LOD
Faglige omrader:  Statistisk sandsynlighed, information
gennem eksperimenter.

Baggrund
Arbejdet med statistisk sandsynlighed star centralt i de nye lee-
seplaner. Med programmet LOD far eleverne adgang til et let-
tilgeengeligt edb-veerktgj som kan benyttes i forbindelse med
fastleeggelse af sandsynligheder i chancesituationer af vidt for-
skellig art.

LOD bygger pa en arbejdsform hvor eleverne eksperimenterer
og afprgver. Med dette veerktgj kan eleverne med indsigt be-
handle chancesituationer som ellers ville ligge uden for deres
faglige raekkevidde.

Fagligt indhold
Der arbejdes med en edb-model som kan benyttes til simue-
ring af chancesituationer der kan beskrives som lodtraeknin-
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ger. EMMA-temaet vil behandle en raekke eksempler pa stua-
tioner af denne art. Ved brug af LOD vil eleverne kunne fast-
leegge sandsynligheder for heaendelser som kan beskrives i
tilknytning til den givne lodtraekning.

| arbejdet med LOD fremhaeves modelbegrebet. Til en forelagt
chancesituation opstilles en model som afspejler chancestua-
tionen pa bedst mulig vis. Derefter "kgres modellen pad com-
puter” ved hjeelp af LOD. De opnaede resultater fra karslen
fortolkes og overseettes til udsagn om chancer og risikoer i den
oprindelige situation.

Undervisningsmaterialet laegger op til at eleverne gennem eks-
perimenterende og udforskende aktiviteter beskeeftiger sig
med chancesituationer af hverdagsagtig art. Arbejdet med lgs-
ning af problemer ved brug af LOD vil med fordel kunne forega
i sma grupper hvor problemerne angribes fra flere sider og
hvor fortolkningen af opnaede resultater kan udseettes for
naermere overvejelse og diskussion.

Det er et mal for arbejdet at eleverne oplever LOD som et
alment og lettilgeengeligt veerktaj der kan benyttes i arbejdet
med chancesituationer. Det er en erfaring at LOD ikke ma
automatiseres for meget, idet eleverne da mister forbindelsen
med de forelagte chancesituationer. Eleverne ma derfor i ar-
bejdet med LOD selv "rgre ved de indsamlede data” og fore-
tage de ngdvendige opteellinger.
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Arbejde med EMMA-temaet: Hvad er chancen? Brug LOD

Indhold
1. Fgdselsdage 2. Mere om fgdselsdage
3. Bilnumre og chancer 4. Et spil med terninger
5. Nabotal i Lotto 6. Hvor stor bliver gevinsten?

7. Et besgg i Chanceland 8. Et spil med mgnter
9. Er det tilfeeldigt?

Kommentarer til arbejdet med LOD

Fadselsdage og Mere om fgdselsdage. Gennem et eksem-
pel indfgres eleverne i brugen af LOD. Den chancesituation
der her fremleegges, er overskuelig og let forstaelig. Problem-
stillingen falges op med det klassiske eksempel om chancen
for dobbeltfadselsdag i en skoleklasse. Gennem anvendelsen
af LOD indsamles data, og der gives et geet pa den ukendte
sandsynlighed.

| de gvrige afsnit belyses anvendelsen af LOD i et udvalg af
chancesituationer. Hvert afsnit behandler et lettilgeengeligt og
overskueligt problem. | de tilhgrende "Prgv selv’-afsnit vil ele-
verne arbejde med varianter af det givne problem. | nogle si-
tuationer er anvendelse af LOD ganske ligetil, i andre ma der
en portion kreativ tankevirksomhed til.

Kommentarer til arbejdet med LOD. Eleverne mgder i
problemlgsningen med LOD en arbejdsform som de maske
ikke har erfaringer med. | det afsluttende afsnit gives der nogle
kommentarer hertil. Fremhaeves skal det ogsa at i arbejdet
med LOD laegges der til stadighed op til at eleverne reflekterer
over de opnaede resultater: Var resultaterne overraskende? Er
der resultater som vi naesten ikke kan tro pa? Kan vi give no-
gen forklaring pa de uventede resultater?
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Forslag til supplerende aktiviteter i klassen

Indledning. Drgftelse af situationer fra hverdagen hvor der
forekommer lodtraekninger og udveelgelser som kan beskrives
ved tilfeeldig udtagelse fra en samling af elementer. Det kan
ogsa veere formalstjenligt at drafte indholdet af chanceudsagn:
Hvad mener vi nar vi siger at der er stor/lille chance for noget?
Hvad betyder det at noget er usandsynligt? Overvej hvor
meget vi "taler eller teenker i chancer * i hverdagen.

Efterbehandling. P& naensom vis kan leereren ga ind pa
spgrgsmalet om hvor teet de opnaede resultater ligger pa de
teoretiske veerdier. Er der nogen "rigtig” vaerdi? | nogle fa til-
feelde vil eleverne kunne fglge tankegangen i en teoretisk ud-
ledning. | andre ma eleverne forlade sig pa laererens faglige
autoritet. - Spgrgsmal om eksperiment-usikkerhed kan eventu-
elt tages op, fx ved brug af LODs indbyggede beregning af
usikkerhedsintervaller. - | efterbehandlingen kan ogsa indga
en fase hvor eleverne selv finder situationer hvor LOD kan an-
vendes som et veerktgj i problemlgsningen.

Der kan endvidere foretages en laeringsmeessig efterbehand-
ling. Eleverne har i arbejdet med LOD set hvordan der kan ar-
bejdes med et veerktgj som bygger pa indsamling af data fra
eksperimenter. De har altsa lgst matematiske problemer ved
en ny arbejdsmetode.

Afslutningsvis bgr leereren i samarbejde med eleverne drgfte
om sigtet for arbejdet med LOD skannes at veere opndet
gennem EMMA-temaet. Dette kan ggres i en diskussion af fgl-
gende spargsmal:

Kan eleverne bringes til at ,teenke i modeller” i deres
arbejde med lgsning af problemer?

Kan eleverne fa en sadan indsigt i LODs raekkevidde at
deres arbejde med problemlgsning far en ny dimensi-
on?
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Kan eleverne arbejde selvsteendigt med anvendelsen
af LOD ved lgsning af problemer?

Kan eleverne gennem arbejdet med LOD fa kendskab
til principielle spgrgsmal vedrgrende brugen af mate-
matik pa virkeligheden?

5.2 Om programmet: Hvad LOD kan

LOD kan udtage tilfeeldige tal fra et givet talomrade. Udtagel-
sen foregar som en lodtraekning mellem de forelagte mulighe-
der, og udtagelsen kan veere med eller uden tilbagelaegning
efter den enkelte udtagelse.

Dubletter og nabotal

| fremleeggelsen af de udtagne tal kan programmet sortere
dem efter starrelse, og programmet kan markere hvor der er
tale om udtagelse af dubletter, altsd samme tal er udtaget flere
gange. Programmet kan ogsa markere hvor der er udtaget
nabotal. Netop disse to situationer, dubletter og nabotal, spil-
les der pa i de benyttede anvendelser af programmet til bereg-
ning af ukendte chancer.

LOD er et primitivt program som ikke er udstyret med seerligt
mange matematiske hjeelpefunktioner. Ideen er at LOD blot
skal veere et hjeelpemiddel i elevernes indsamling af data.
Databehandlingen skal foretages af eleverne og ikke af pro-
grammet. Det er en erfaring fra arbejdet med indsamling af
data at hvis databehandlingen automatiseres for meget, sa
mister eleverne jordforbindelsen. LOD er tidligere ogsa blevet
afprogvet i en udgave (LOD2) hvor databehandlingen og optael-
lingen af interessante tilfeelde blev udfert af programmet.
Disse faciliteter er imidlertid - af paedagogiske grunde - ikke
indlagt i LOD. Her ma eleverne deltage aktivt i alle faser af
databehandlingen.

Her er et eksempel pa resultater fra 10 eksperimenter hvor der
i hvert eksperiment udtages 4 tal fra talomradet 1..12.
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Udtagelsen er med tilbagelaegning.

LOD- Model :

Der udtages tal i talonrddet 1..12.

Et eksperinent bestar i at udtage 4 tal.

Det er tilladt at udtage sanme tal flere gange.
De udtagne tal sorteres efter starrel se.

Tabel :
1: 2 3--- 3 4
2: 6 7 9 12
3: 3 7 8 12
4. 2 --- 2 5 11
5: 2 8 --- 8 9
6. 3 8 10 12
7: 3 6 10 11
8: 6 9 12 --- 12
9: 3---3--- 3 7
10: 1---1 7 9

Pa skaermen kan tydeligt ses hvor samme tal forekommer flere
gange: Det sker i eksperiment nr. 1, nr. 4, nr. 5 og nr. 8, 9 og
10. Markeringen af de interessante situationer foretages séle-
des af programmet, men eleven ma selv sta for opteellingen af
dem. Og selvfglgelig ogsa for den konklusion der kan drages
pa grundlag af den udfarte serie af eksperimenter.

Usikkerhedsinterval

| programmet er indlagt en mulighed for at beregne et usikker-
hedsinterval for de chancer der bestemmes ved kgrsler af pro-
grammet. Hvis en haendelse til eksempel indtraeffer i 40 ud af
100 eksperimenter, sa kan der beregnes et sakaldt 95%-chan-
ceinterval for den ukendte chance:
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Usikkeihedsinterval [}

Antal ckapenmenter: 100
Antal lmekomsten 40 |: 0K 1

95 X <interval fon wkendt pe 03032 .. 05028

Beregningen viser at den ukendte chance med 95% sandsyn-
lighed ligger mellem 0.3032 og 0.5028.

5.3 "Paedagogisk simulering*

Arbejdet med LOD er tilrettelagt sdledes at LOD kun leverer
data. Der foretages ikke i programmet nogen databehandling
af de opnaede resultater.

Eleverne skal derfor studere programmets udskrifter, enten pa
skaerm eller pa papir, og selv udfare en manuel databehand-
ling og en efterfglgende fortolkning af den. | arbejdet med LOD
kan eleverne saledes komme til at skulle undersgge udskriften
fra en kasteserie pa 100 eller 200, eller maske endnu flere
eksperimenter.

Dette kan umiddelbart synes ganske ungdvendigt. LOD kunne
jo let udbygges med en automatik som selv sgrgede for at op-
teelle de relevante data, og som derefter opstillede en statistik
over deres forekomst. Eleverne kunne saledes undga det ke-
delige arbejde med at gennemga alle de lange udskrifter fra
programmet.

Det er imidlertid ikke uden problemer at gare programmet sa
strgmlinet. Det viser sig nemlig at hvis eleverne far radighed
over for meget automatik i simuleringsprogrammet, sa er der
en risiko for at de i lgbet af ganske kort tid mister fornemmel-
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sen for hvad der egentligt foregar i simuleringen. De mister
sansen for indholdet i de opnaede data, og de faler sig usikre
nar de efterfglgende skal foretage en fortolkning af de resulta-
ter der udskrives fra programmet.

Derfor gar LOD brug af hvad der kunne kaldes "en psedago-
gisk simulering®, en naensom, halvautomatisk simulering hvor
den egentlige databehandling er overladt til eleven. Kun der-
ved sikres det at eleven til stadighed er helt klar over hvad de
enkelte data fra programmet star for. Med den paedagogiske
simulering udnyttes datamaskinens evne til at simulere chan-
cesituationer, men de leverede radata viderebehandles ikke af
computeren, derimod af brugeren selv.

Erfaringer fra en sddan udformning af simuleringsprogrammer-
ne er indhentet gennem anvendelsen af LOD. En fuldt udbyg-
get version med automatisk databehandling foreligger i pro-
grammet LOD2. Her kan programmet selv opteelle og opstille
tabeller over de forskellige datas forekomst. Men programmet
er ikke velegnet til at blive benyttet af elever. | lgbet af kort tid
husker de ikke mere hvilke data der indgar i programmets da-
tabehandling, og deres fortolkning af de opnaede resultater
bliver ganske flimrende. Vi har derfor i INFA-projektet stemplet
LOD2 som "forbudt for elever, og det indgar da heller ikke i
INFA-Klubbens programmel.

| stedet ngjes vi med LOD, og i det har vi et overskueligt og
simpelt veerktgj som kan handteres af enhver elev. Med det
kan eleverne belyse chanceforhold i forelagte situationer, og
de vil med erfaringer fra udvalgte eksempler blive fuldt fortroli-
ge med veerktgjets mange muligheder.

5.4 LOD Et oplagt chance-leeremiljg

Det er et mal at lade LOD-modellen blive et veerktgj for elever-
ne i deres arbejde med hverdagens chancesituationer, pa
samme made som den linesere model er et vaerktgj i elevernes
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arbejde med opgaver fra hverdagens mange ,regnesituatio-
ner.

Vi vil derfor ggre dem fortrolige med veerktgjets benyttelse, og
vi vil gennem eksempler vise dem LODs muligheder og be-
greensninger.

Det er vort indtryk at der i LOD ligger et paedagogisk potentiale
som bgr udnyttes. Anvendelser af den linesere model i regne-
opgaver farer sjeeldent til overraskende resultater som kan
give anledning til elevernes undren. Dette sker derimod ofte
med anvendelsen af modellen i LOD. Med hensyn til chance-
situationer er elevernes intuition ikke saerlig sikker, og det vil
veere ganske almindeligt at resultater fra LOD fgrer til reaktio-
ner som: ,Det kan simpelthen ikke passe, der ma veere noget
galt!”

At der her ligger et godt udgangspunkt for arbejdet med faglige
oplevelser som kan fare til indsigt og forstaelse, siger sig selv.
Det er disse muligheder vi sigter mod at udnytte i arbejdet med
chancesituationer under anvendelse af LOD.

En anden arbejdsform

| forbindelse med introduktionen af LOD ggres eleverne op-
maerksom pa at de med LOD kommer ud for en arbejdsform
som de maske ikke er vant til at benytte i matematik:

Du skal her arbejde med matematik pa en anden made:
Der er ikke noget facit der er det eneste rigtige, og du
kommer ikke frem til de gnskede resultater ved at foreta-
ge beregninger eller matematiske udledninger.

Du skal i stedet udfare eksperimenter. Du skal indsamle
data fra eksperimenter, og pa grundlag af dine data skal
du give et bud pa en lgsning til det forelagte problem.

Du kan ikke vide hvor god din lgsning er, men du kan
altid afpregve et tvivisomt resultat ved at udfare nye raek-

129



ker af eksperimenter eller ved at hente data fra dine
kammerater.

Det er endvidere et sigte at stgtte elevernes refleksion over
opnaede resultater:

| opgaver med chancesituationer er det vigtigt at du
taenker over de resultater du opnar: Er det en overras-
kende stor eller lille chance, du er naet til? Eller er resul-
tatet nogenlunde som du havde ventet det?

Det vil veere en god ide am du veenner dig til at give et
geet pa de ukendte chancer inden du gar i gang med
eksperimenter. Nar du derefter har indsamlet dine data
og givet dit svar pa lgsningen af det forelagte problem,
ber du sammenligne med dit start-geet. Maske du kan
lave en lille geettekonkurrence med en eller flere af dine
kammerater. P4 denne made kan | afprgve hvor god
jeres chancefornemmelse er.

Gennem sadanne forudgaende geet bliver eleverne sat i gang
med at overveje de forelagte situationer. Geettene vil give an-
ledning til samtaler eleverne imellem, bade forud for eksperi-
menterne og efter at eksperimenterne er udfart.

Faglige tankeveekkere

| arbejdet med LOD kan inddrages opgavesituationer hvis lgs -
ning giver anledning til undren og skepsis hos eleverne. Der vil
kunne findes opgaver hvor lgsningerne i den grad strider mod
elevernes chanceintuition at de vaegrer sig ved at tage resulta-
terne for gode varer. Sadanne faglige eksempler kalder vi
Jtankeveekkere”, og de er naermere omtalt i afsnit 6.7 i del 1.
De er velegnede til at vaekke elevernes faglige interesse, og
de farer ofte til en reekke aktiviteter af typen ,ga pa opdagel-
se“. Her benytter eleverne de faglige veerktgijer til at udforske
omrader i et ukendt land.
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Det er en kendsgerning at netop sandsynlighedsregningen er
rig pa sadanne faglige tankeveekkere. Hertil kommer at disse
problemsituationer ofte kan fare til faglig undren bade hos
eleverne og deres leerer. Der kan derfor i undervisningen op-
std veerdifulde drgftelser hvor elever og kerer kan have lige
kvalificerede forslag til lasning af de faglige problemer.

Der foreligger ved valget af eksempelmateriale fra det faglige
omrade alle nuancer af sveerhedsgrad: Fra det lette hvor ele-
verne efter at have givet deres lgsning gennem data fra LOD
ogsa kan gennemfgre en teoretisk behandling af opgaven.
Gennem de mere komplekse situationer hvor eleverne kan fa
hjeelp hos deres leerer til et eventuelt arbejde med de teoretis-
ke overvejelser. Og til de vanskelige opgaver hvor bade elever
og leerer ma statte sig til de data der kan hentes gennem
anvendelsen af LOD, og hvor en teoretisk behandling ikke er
inden for deres reekkevidde.

Hvor de teoretiske beregninger lader sig gennemfare, er det
en seerlig oplevelse for eleverne at erfare hvor gode vurderin-
ger af de ukendte chancer der opnds gennem simuleringen
med LOD. Holdningen hos eleverne kan somme tider udtryk-
kes ved: Hvorfor dog bruge s& megen tid og kraefter pa det
sveere teoretiske, vi kan jo lgse opgaverne lige sa godt ved
hjeelp af LOD.

Modelteenkning med LOD

Det har veeret naturligt i INFA-projektet at inddrage edb-
modeller som et centralt hjeelpemiddel i undervisningen i chan-
celeere.

Blandt disse modeller er LOD af seerlig interesse da den er sa
lettilgeengelig for eleverne. Alle faser i arbejdet med modellen
ligge &bne for dem: Det er deres opgave at afgare i en forelagt
problemsituation om modellen kan anvendes, og derngest at
fastleegge hvordan den bruges, at bestemme hvilke inddata
der skal benyttes, og endelig at fremlaegge og fortolke de op-
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ndede resultater fra simuleringen samt at drage eventuelle
konsekvenser.

Det fascinerende ved anvendelsen af en model som LOD er at
eleverne her far adgang til et hjeelpemiddel som seetter dem i
stand til at arbejde med et stort repertoire af problemstillinger.
Gennem programmets simuleringer kan eleverne beskeeftige
sig med faglige emner som i en traditionel faglig opbygning
ville veere utilgeengelige pa folkeskolens klassetrin. Og vi kan
med anvendelse af et sddant program rokke ved den matema-
tiske tradition: Kun at behandle emner der inddrager faglige
begreber og metoder som eleverne behersker til bunds.

Med anvendelsen af LOD er det afggrende ikke den faglige
matematik der gemmer sig i emnet, men de begrebsmaessige
elementer der indgar i sagen. Enhver problemstilling som kan
fremleegges for eleverne og forstas af dem, vil ogsa kunne
tages op i undervisningen og behandles ved hjeelp af LOD.
Hvis blot problemstillingerne begrebsmeessigt er tilgeengelige,
vil eleverne kunne arbejde med dem.

Fra arbejdet med LOD foreligger tilbagemeldinger fra INFAs
projektskoler som viser at elever pa de hgijere klassetrin med
udbytte kan inddrage hjeelpemidler af denne art i deres be-
skeeftigelse med chancelaeren.
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6. Problemlgsning i chancesituationer: KUGLE123

KUGLE-programmerne, KUGLE1l, KUGLE2 og KUGLES, er
tilrettelagt med henblik pa undervisningen i 7.-10. klasse. De
vil kunne finde anvendelse ved arbejdet med begreber fra
sandsynlighedsregning og statistik. | programmerne kan ele-
verne indsamle data fra chancesituationer. De kan efterligne
eksperimenter som kan beskrives ved modellen "tilfaeldig stik-
praveudtagelse” fra en population der indeholder elementer af
to typer. Stikprgveudtagelsen kan veere med tilbagelsegning
eller uden tilbagelaegning.

Arbejdet med KUGLE123 saetter modelbegrebet i spidsen. Til
de forelagte chancesituationer opstilles en kuglemodel som
afspejler chancesituationen pa bedst mulig vis. Derefter "kg-
res” kuglemodellen p& datamaskinen ved hjeelp af program-
met. De opnadede resultater fra datamaskinen fortolkes og
fares tilbage til udsagn om den oprindelige chancesituation.

Arbejdet med KUGLE-programmerne kan derfor ogsa give
eleverne en indfgrelse i beskeeftigelsen med modeller og de-
res anvendelse ved lgsning af problemer. P& dette punkt sup-
plerer programmerne behandlingen af de emner der er indfort i
forbindelse med programmet LOD.

De tre KUGLE-programmer handler alle om udtagelse fra en
aeske med kugler. Nogle af kuglerne i aesken er rgde.
Programmerne opstiller modeller for kugleudtagelsen og giver
oplysning om chancer vedrgrende fglgende problemer:

KUGLE1: Hvor mange rgde kugler udtages?
KUGLE2: Hvornar udtages den farste rgde kugle?
KUGLES: Hvornar er alle de rade kugler udtaget?

De tre kugleprogrammer er neermere beskrevet i tre EMMA-
temaer:
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Hvad er chancen? Brug KUGLE1
Hvad er chancen? Brug KUGLE2
Hvad er chancen? Brug KUGLE3

Om programmet: Hvad KUGLE123 kan

De tre Kugle-programmer udtager kugler fra en aeske. | aesken
er der et antal kugler hvoraf rogle er rgde. Udtagelsen kan
veere med tilbagelsegning eller uden tilbageleegning. | KUGLE1
teeller programmet op hvor mange rgde kugler der udtages i
hvert eksperiment. | KUGLE?2 teelles op hvor mange kugler der
udtages til og med at den fgrste rade kugle foreligger. Og i
KUGLE3 teelles op hvor mange kugler der udtages for alle
rade kugler er udtaget.

Sumtabel

De tre Kugle-programmer foretager en databehandling af de
opnaede resultater. De laver en liste over de opnaede resulta-
ter i serien af eksperimenter ay opstiller en sumtabel over
dem.

Ant al udt agne Ant al Ant al Kurrul er et
kugl er eksperi nmenter i % %
1 4 20. 00 20. 00
3 3 15. 00 35.00
4 1 5.00 40. 00
5 2 10. 00 50. 00
7 1 5. 00 55. 00
8 1 5.00 60. 00
9 1 5.00 65. 00
10 1 5. 00 70. 00
11 2 10. 00 80. 00
12 1 5.00 85. 00
14 1 5.00 90. 00
27 1 5.00 95. 00
35 1 5.00 100. 00

Udf grt: 20 eksperinenter Gennensnit: Antal kugler pr.
eksperiment: 8.55
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Her er sumtabellen fra en serie pa 20 eksperimenter med
KUGLEZ2. | sesken findes der 50 kugler, hvoraf 5 er rade. Fra
gesken udtages kugler indtil der udtages en rgd kugle. Udta-
gelsen er med tilbageleegning. Sumtabellen viser hvor mange
kugler der blev udtaget i de enkelte eksperimenter.

Vi ser at der i fire eksperimenter kun var behov for at udtage
én kugle for at fa en r@d kugle. Men vi kan ogsa se at der var
et eksperiment hvor vi matte udtage hele 35 kugler far vi fik en
red kugle. - Vi ser at der i gennemsnit i de 20 eksperimenter
matte udtages 8.55 kugler far vi fik en rad kugle.

Statistik-modul

Vi har herefter foretaget en karsel af en serie pa 100 eksperi-
menter med den samme situation: Der er 50 kugler i sesken og
5 af dem er rgde.

Vi viser nu en anden af de faciliteter der findes i Kugle-pro-
grammerne, den sakaldte Statistik-modul der giver os en liste
over fraktilveerdier i de indsamlede data.

Til hagjre i udskriften nedenfor ser vi at der i gennemsnit matte
bruges 10.23 udtagelser for at fa en rgd kugle. Det hgjeste
antal udtagelser der forekommer er 51, og det mindste antal er
1 som vi ogsa sa det i den korte serie fra far.

Af tabellen over fraktilveerdier kan vi fx se at 50%-fraktilen
(medianen) svarer til 6 udtagelser. Det vil sige at vi i 50% af
eksperimenterne kunne klare os med fra 1 til 6 udtagelser for
at fa en rgd kugle.
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Statistik over 100 eksperimenter:

Talomrade Fraktil
1..1 1%
1..1 5%
1..1 10 %
1.2 25%  Gennemsnit: 10.23
1..6 50% Maximum : 51
1..14 75 % Minimum : 1
1..25 90 %
1..34 95 %
1..38 99 %
Talomrade Frekvens
* 1.5 49.0 %
* 1..10 64.0 %

Talomrade-feltet kan vi benytte hvis vi vil have oplysninger ud
over dem der star i tabellen. | talomrade-feltet indtastede vi
forst omradet 1..5. Programmet svarede med tallet: 49%. Det
vil sige at vi i 49% af eksperimenterne kunne klare os med op
til 5 udtagelser for at fa en rad kugle. - Vi har derefter indtastet
omradet 1..10 og far her svaret: 64% Det betyder at vi har
64% chance for at klare os med op til 10 udtagelser.

Statistik-modulen er et vigtigt redskab ved elevernes vurdering
af de opnaede resultater. Med det til radighed kan der let gives
en karakteristik af de indsamlede data i serien af eks perimen-
ter.

Sgjlediagram

| Kugleprogrammerne er endvidere indlagt en mulighed for op-
stilling af et sgjlediagram over udtagelsernes forlgb. En sadan
grafisk fremstilling kan supplere de informationer der gives
gennem sumtabel og Statistik-modul.
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6.1 EMMA-tema: Hvad er chancen? Brug KUGLE 1
Klassetrin: 7-10
Omfang: 3-5 lektioner
Programmel: Kugle123
Faglige omrader: Statistisk sandsynlighed, information
gennem eksperimenter, stikpraver

Baggrund

Programmet KUGLE123 (som indeholder KUGLE1) udgar
sammen med LOD et veerktgj til arbejdet med bestemmelsen
af sandsynligheder gennem data fra eksperimenter. Det statis-
tiske sandsynlighedsbegreb er derfor ogsa i centrum i arbejdet
med KUGLEL.

KUGLEZ1 bygger pa en arbejdsform hvor eleverne eksperimen-
terer og afprgver. Med dette program kan eleverne med ind-
sigt behandle chancesituationer som ellers ville ligge uden for
deres teoretiske raekkevidde.
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Fagligt indhold

Med KUGLEL1 kan eleverne efterligne udtagelsen af kugler fra
en aeske. | sesken er der et antal kugler, nogle af dem er rade.
Fra sesken udtages kugler, én ad gangen, og programmet
holder rede pa hvor mange rade kugler der findes blandt de
udtagne kugler. Udtagelsen kan veere med eller uden tilbage-
leegning.

Med KUGLE1 kan man altsa efterligne "tilfzeldige stikpreveud-
tagelser” fra en population der indeholder elementer af to
typer. De to matematiske modeller der simuleres, er den bino-
miale ved udtagelse med tilbagelsegning og den hypergeome-
triske ved udtagelse uden tilbagelsegning.

Gennem arbejdet med KUGLEL kan eleverne beskeaeftige sig
eksperimentelt med chancesituationer som ved en teoretisk
behandling ville kreeve kendskab til de to neevnte matematiske
modeller.

| KUGLE123 foretages der — i modseetning til hvad der geelder
for LOD — en automatisk databehandling af de opnaede resul-
tater. Eleven skal ikke som i LOD studere de mange udskrifter
og selv udfgre opteellinger og udfeerdige tabeller. Det gar pro-
grammet.

Dermed stiller KUGLE123 stgrre krav til eleven om faglig mo-
denhed og fagligt overblik. Eleven skal til stadighed veere klar
over hvordan den givne statistik i tabellen fra KUGLE123 skal
lzeses og fortolkes. Han skal huske hvad de rade kugler star
for, og han skal veere helt sikker pa hvad et eksperiment gar
ud pa, og hvad der opteelles ved eksperimenterne.

Der er derfor en risiko for at eleverne i arbejdet med KUG-
LE123 mister jordforbindelsen og begynder at benytte pro-
grammet uden at veere fuldt klar over hvad de foretager sig.
Det er her leererens opgave at sikre at den automatik der er
indlagt i KUGLE123, ikke tager magten fra eleverne. | arbejdet
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med LOD er denne fare ikke til stede, her bliver databehand-
lingen jo foretaget manuelt af eleven selv.

Arbejde med EMMA- temaet:
Hvad er chancen? Brug KUGLE 1

Indhold
1. En kuglemodel
2. Hvilken kuglemodel?
3. Opgaver

En kuglemodel. Her indfgres eleverne i KUGLE1-program-
mets mange faciliteter. Gennem et indledende eksempel illu-
streres opbygningen af en kuglemodel og der indfgres en kort
notation for kuglemodellerne under KUGLEL.

| arbejdet leegges veegt pa at eleverne bliver i stand til at ud-
drage informationer fra programmets sumtabeller. Her kan af-
lzeses oplysninger om de ukendte chancer, savel chancer for
enkelthaendelser, som fx chancen for at der netop udtages én
red kugle, eller chancen for sammensatte haendelser, som fx
chancen for at der udtages mindst 5 rade kugler.

Det er vigtigt at eleverne bliver fortrolige med at oversaette
mellem kuglemodel og den forelagte chancesituation. Teksten
skifter derfor til stadighed mellem disse to scener.

Hvilken kuglemodel? Gennem tre eksempler illustreres over-
vejelser som er ngdvendige nar den rette kuglemodel skal op-
stilles. | nogle situationer vil der kunne veelges mellem flere
modeller, og i elevaktiviteterne sammenlignes resultater fra
kersel af forskellige modeller til behandling af en given chan-
cesituation. — | tilknytning til et eksempel introduceres anven-
delsen af programmets beregninger af fraktilveerdier for det
foreliggende dataseet.
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Opgaver. Her gives et udvalg af opgaver som viser anvendel-
se af de to matematiske modeller der er indlagt i KUGLEL.
Eleverne vil let selv kunne foresla opgaver som kan lgses ved
hjeelp af de kuglemodeller der er til radighed i programmet.

Forslag til supplerende aktiviteter i klassen

Indledning. Drgftelse af situationer fra hverdagen som kan
beskrives ved en kuglemodel. Samlingen af opgaverne i
EMMA-temaerne Kugle 1, 2 og 3 vil kunne give et overblik
over de mangeartede situationer der chancemaessigt kan be-
skrives ved udtagelse af kugler fra en aeske.

Som forberedelse til arbejdet med KUGLEL kan det veere en
ide at lade eleverne opleve kugleudtagelser som realiseres
gennem konkrete udtagelser af kugler fra en pose. Eleverne vil
her kunne folge udtagelsen i alle detaljer, de vil selv under-
vejs kunne ggre de ngdvendige notater, og de vil kunne opstil-
le den afsluttende statistik over forlgbet.

Efterbehandling. Her kan drgftes veerktgjets rolle: Gennem
KUGLEZ1 far eleverne et svar pa spgrgsmalene om de ukendte
chancer, men det er jo klart for dem at der ikke er et bestemt
facit som er det rigtige. Denne holdning til arbejdet med mate-
matiske problemer bgr tages op i drgftelser i klassen.

| efterbehandlingen kan ogsa draftes elevernes forslag til egne
opgaver som kan lgses ved hjeelp af kuglemodeller. | den for-
bindelse vil samspil mellem model og virkelighed veere et op-
lagt samtale-emne.

6.1.1 Et emne med tilknytning til KUGLEL: Stikprgver

| et seerskilt EMMA-tema behandles emnet Stikprgver som har
en naturlig plads i tilknytning til arbejdet med KUGLEL.
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Eleverne vil ofte mgde stikpraver i hverdagens anvendelse af
statistik og sandsynlighedsregning. Det er derfor vigtigt at de
far indsigt i hvad stikprgver kan bruges til, og hvordan resulta-
terne fra stikprgver skal forstas.

I INFA-projektet har vi udnyttet edb-modellen KUGLEL i arbej-
det med stikprgver. Vi har gjort brug af dette program til at
besvare spgrgsmalet:

Hvor palidelige er de oplysninger man far
gennem stikprgveundersggelser?

Hvad betyder stikprgvens starrelse?

Forst har vi ladet eleverne undersgge hvad stikprgvens star-
relse betyder. De har her arbejdet med sma stikprgver der
indeholder 25 elementer, starre stikpraver der indeholder 100
elementer, og store stikprgver der indeholder 400 elementer.
Pa grundlag af en udtagelse af 100 stikpraver af hver slags fra
en population der indeholder 40% rgde kugler, kommer de
frem til at resultaterne kan gengives saledes:

n=25: 95%
_l I
0, 20 0, 40 0, 60
n=100: 95%
I I
0, 30 0, 40 0, 50
n=400: 95%

0,35 0,40 0,45

| de sma stikpraver viser figuren at 95% af stikprgverne havde
et indhold af rgde kugler der la fra 0,20 til 0,60. Ved de mel-
lemstore stikprgver var 95%-omradet indsnezevret til omradet
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fra 0,30 til 0,50, og ved de store stikpraver pa 400 elementer
var 95%-omradet reduceret til omradet fra 0,35 til 0,45.

Disse stikpraveaktiviteter er helt centrale for elevernes forsta-
else af hvad der kan opnas ved stikprgveundersggelser.
Resultaterne kan fortolkes saledes:

Med stikprgver pa 25 har vi i 95% af tilfeeldene ramt
inden for en afstand af 0,20 fra det rigtige tal.

Med stikpraver pa 100 har vi i 95% af tilfeeldene ramt
inden for en afstand af 0,10 fra det rigtige tal.

Med stikpraver pa 400 har vi i 95% af tilfeeldene ramt
inden for en afstand af 0,05 fra det rigtige tal.

Vi ser altsd at 95%-omradet bliver smallere nar stikprevester-
relsen seettes op. Det betyder at stikprgvernes "traefsikkerhed
bliver bedre nar stikprgvens omfang ggres starre. Med en stor
stikprgve har vi altsa stagrre chance for at fa en andel af rade
kugler som ligger taet pa populationens. Vi kommer her frem til
formuleringen:

Jo starre stikprogve, jo starre chance for
et palideligt resultat.

Hvordan aendres traefsikkerheden ved starre stikprover?
Vi ser af resultaterne at 95%-omradet ved en stikprevestar-
relse pa 100 kun var halvt sa stort som ved stik- prevestarrel-
sen 25, og at det ved stikprgvestarrelsen 400 var halvt sa stort
som ved 100. Det kunne give anledning til en forelgbig formu-
lering:

Stikprgvens traefsikkerhed bliver dobbelt

sa god nar stikprgvens starrelse gares
fire gange sa stor.

142



Dette resultat kan let afprgves ved andre stikpraveundersgagel-
ser. Undersggelser som inddrager andre stikpragvestarrelser
og ger brug af andre populationer. Eleverne vil her kunne
arbejde eksperimentelt med at undersgge holdbarheden af et
matematisk udsagn. Arbejdet udfgres ved hjeelp af KUGLEL.

Elevernes erfaringer omfatter ikke blot oplevelsen af den stor-
re traefsikkerhed ved starre stikprgver, men de bliver ogsa til
stadighed opmaerksom pa at der i deres materiale kan indga
stikpraver som afviger en del fra det forventede. Der er altsa
altid risiko for at fa en stikprgve som rammer et stykke fra det
rigtige tal. Og det spaendende er jo at vi aldrig kan vide i hver-
dagens anvendelser af stikprgver om vi har en af ,de gode
stikprgver” foran os, eller om det er en af afvigerne.

Hvad betyder populationens stgrrelse?

Herefter vil det veere naturligt at lade eleverne se pa hvilken
betydning det har for stikpravens treefsikkerhed at populatio-
nens starrelse aendres.

Her har vi igen et eksempel pa "en faglig tankevaekker. Resul-
tatet af undersggelserne vil veere overraskende for de fleste -
0g i gvrigt ikke kun for skoleelever.

De nar nemlig gennem deres simulering af stikprgveudtagel-
ser frem til at en stikprgve pa 100 elementer stort set er lige sa
palidelig ved en undersggelse af en population af starrelsen
10 000 som ved en population af stgrrelsen 100 000 eller ved
en population pa 1 000 000.

En forelgbig formulering kunne her veere:

Populationens stgrrelse er uden betydning,
det er alene stikprgvens stgrrelse der teeller.

Ogsa dette resultat kan efterpraves ved praktiske stikpraveud-
tagelser. Igen kommer programmet KUGLEL til sin ret, idet
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eleverne her kan lade programmet foretage udtagelserne og
derefter lade det opstille en statistik over resultaterne.

Hvad betyder populationens sammenseaetning?

For at give det fuldsteendige billede af hverdagens anvendel-
ser af stikprgver ma der yderligere foretages undersggelser af
hvad populationens sammensaetning betyder: Hvordan ser
95%-omraderne ud nar populationens indhold af rgde kugler
ikke er 40%, men maske kun 10%?

Ogsa her kan eleverne skaffe sig erfaringer gennem anven-
delsen af KUGLEL. Her er deres undersggelser med stikpra-
ver af stgrrelsen 100. Eleverne har set pa fire populationer:
Med andele af rgde kugler pa 50%, 20% og 10%.

De fandt falgende 95%-omrader:

Andel : 0,50 95% chancei nt er val

I I I

0, 40 0, 50 0, 60
Andel : 0, 20 95% chancei nt er val
I I [
0,12 0, 20 0, 28
Andel : 0, 10 95% chancei nt er val
I I I
0, 04 0,10 0, 16

Eleverne kan her se at der er veesentlig forskel pa 95%-omra-
derne alt efter hvilken population der foreligger. Og de vil kun-
ne benytte disse omrader til at vurdere den usikkerhed der er
knyttet til et stikpr@veresultat.

Har de fx en meningsmaling fra dagens avis, vil de gennem si-
muleringer med KUGLE1 kunne give et skan over hvad stik-
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pravens 95%-omrade vil vaere. De kan dermed pa kvalificeret
made tage stilling til de usikkerheder der knytter sig til de frem-
lagte resultater.

Det er vigtigt at eleverne formar at forbinde statistiske konklu-
sioner med stikprgve-udtagelser. Hvis der i en population er
40% rgde kugler, sa vil det forventes at en stikprave pa 100
kugler vil indeholde ca. 40 rgde kugler.

Dette giver ingen anledning til vanskeligheder. Men her er en
anden version af samme sag:

I en befolkningsgruppe er der 65% chance for at en 20-
arig mand lever sa laenge at han opnar at fejre sin 70-ars
fadselsdag. Hvor mange af en gruppe pa 250 20-arige
maend kan forventes at veere i live pa deres 70-ars fed-
selsdag?

Her er det en erfaring at det er noget vanskeligere for eleverne
at se sammenhaengen til deres erhvervede stikprgvekundska-
ber.

Sma stikpraver

Vi har her beskeeftiget os med elevernes arbejde med store
stikprgver. Der er imidlertid ogsa en indsats at gare i forbindel-
se med sma stikpraver. Her skulle man maske tro at de frem-
bragte resultater var sa overskuelige at der ikke var anledning
til neermere overvejelser. Men sadan er det ikke. Ved sma stik-
prgver har eleverne ofte en uberettiget forventning til at stik-
praven ogsa her giver et godt billede af populationen. | en vis
forstand er det egenskaberne ved de store stikprgver som
eleverne uden videre overfgrer til den lille malestok. Ved udta-
gelse af blot to kugler fra en population der indeholder lige
mange kugler af to slags, vil eleverne ofte blive forbavsede
hvis de ikke far én kugle af hver slags. Farst en undersggelse,
fx ved hjeelp af et chancetree, vil vise dem at ved udtagelse
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med tilbageleegning har de to muligheder: ,En af hver slags”
og , To ens" i denne situation den samme sandsynlighed.

Elevernes forstaelse af resultaterne af sma stikpraver vil kun-
ne stgttes gennem arbejdet med chancetrseer og med simule-
ringer ved hjeelp af KUGLE1-modeller.

6.2 EMMA-tema: Hvad er chancen? Brug KUGLE 2
Klassetrin: 7-10
Omfang: 3-5 lektioner
Programmel: Kugle123
Faglige omrader: Statistisk sandsynlighed, information
gennem eksperimenter.

Baggrund

Programmet KUGLE123 (som indeholder KUGLE2) udger
sammen med LOD et veerktgj til arbejdet med bestemmelsen
af sandsynligheder gennem data fra eksperimenter. Det statis-
tiske sandsynlighedsbegreb er derfor i centrum i arbejdet med
KUGLE2.

KUGLE2 bygger pa en arbejdsform hvor eleverne eksperimen-
terer og afprgver. Med dette program kan eleverne med ind-
sigt behandle chancesituationer som ellers ville ligge uden for
deres teoretiske reekkevidde.

Fagligt indhold

Med KUGLE2 kan eleverne efterligne udtagelsen af kugler fra
en aeske. | eesken er der et antal kugler, nogle af dem er rgde.
Fra sesken udtages kugler, én ad gangen, og udtagelsen fort-
seetter indtil den forste rgde kugle udtages. Udtagelsen kan
veere med eller uden tilbagelaegning.

Med KUGLE2 kan man altsa efterligne “en tilfeeldig stikprave-
udtagelse” fra en population der indeholder elementer af to
typer. De to matematiske modeller der simuleres, er pascal-
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fordelingen ved udtagelse med tilbageleegning og den pascal-
hypergeometriske fordeling ved udtagelse uden tilbagelseg-
ning. KUGLE2 er en sakaldt "Ventemodel”. Den belyser hvor
laenge der skal ventes pa den farste rade kugle i kugleudtagel-
sen.

Gennem arbejdet med KUGLE2 kan eleverne beskaeftige sig
eksperimentelt med chancesituationer som ved en teoretisk
behandling ville kraeve kendskab til de to naevnte matematiske
modeller og derfor ligge langt uden for elevernes faglige raek-
kevidde.

Arbejde med EMMA-temaet:
Hvad er chancen? Brug KUGLE2

Indhold

Modellen KUGLE2

Vi kaster terning

Anvend KUGLE?2 ved Igsning af chanceproblemer
Sjeeldne heendelser

Opgaver vedrgrende sjeeldne heendelser

agrwnE

Modellen KUGLE2. Her indfgres eleverne i KUGLE2-pro-
grammets mange faciliteter. Gennem et indledende eksempel
illustreres opbygningen af en KUGLE2-model og der indfares
en kort notation for kuglemodellerne under KUGLE2. - Det for-
udseettes at eleverne er fortrolige med anvendelsen af model-
len KUGLEL, og at de dermed kender brugerfladen i KUG-
LE123-programmerne.

| arbejdet laegges veegt pa at eleverne bliver i stand til at ud-
drage informationer fra programmets grafer og tabeller. Her
kan aflaeses oplysninger om de ukendte chancer, savel chan-
cer for enkelthaendelser, som fx chancen for at der netop udta-
ges ti kugler fgr der kommer en rad kugle, eller chancen for
sammensatte haendelser, som fx chancen for at der udtages
mindst 25 kugler far der foreligger en rad kugle.
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Det er vigtigt at eleverne bliver fortrolige med d overseette
mellem kuglemodel og den forelagte chancesituation. Teksten
skifter derfor til stadighed mellem disse to scener. Det illustre-
res i afsnittet "Vi kaster terning”.

Anvend KUGLE2 ved Igsning af chanceproblemer. Her gi-
ves et udvalg af opgaver som viser anvendelse af de to mate-
matiske modeller der er indlagt i KUGLEZ2. Eleverne vil let selv
kunne foresla opgaver som kan lgses ved hjeelp af de kugle-
modeller der er til radighed i programmet.

Sjeeldne heendelser. Med KUGLE?2 gives der mulighed for at
belyse en reekke forhold vedrgrende forekomsten af sjeeldne
haendelser. Dette tages op i et seerligt afsnit, og der suppleres
med en reekke opgaver som behandler chancesituationer i til-
knytning til sjeeldne haendelser (se nedenfor i afsnit 6.2.1).

Forslag til supplerende aktiviteter i klassen

Indledning. Drgftelse af situationer fra hverdagen som kan
beskrives ved en kuglemodel. Samlingen af opgaverne i
EMMA-temaerne Kugle 1, 2 og 3 vil kunne give et overblik
over de mangeartede situationer der chancemaessigt kan be-
skrives ved udtagelse af kugler fra en seske.

Som forberedelse til arbejdet med KUGLE2 kan det veere en
ide at lade eleverne opleve serier af kugleudtagelser som rea-
liseres gennem konkrete udtagelser af kugler fra en pose.

Efterbehandling. Her kan drgftes veerktgjets rolle: Gennem
KUGLE?2 far eleverne et svar pa spgrgsmalene om de ukendte
chancer, men det er jo klart for dem at der ikke er et bestemt
facit som er det rigtige. Denne holdning til arbejdet med
matematiske problemer bgr tages op i draftelser i klassen.

| efterbehandlingen kan ogsa elevernes forslag til egne opga-
ver som kan lgses ved hjeelp af kuglemodeller, tages op til
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dregftelse. | den forbindelse vil samspil mellem model og virke-
lighed veere et oplagt samtaleemne.

6.2.1 Sjeeldne haendelser

Emnet ,Sjeeldne haendelser” har faet en seerskilt behandling i
temaet. Netop den type af chancesituationer vil ofte fa op-
maerksomhed i medierne, og megen forkert intuition knytter sig
til chancevurderinger i forbindelse med sjeeldne heendelser.

Eleverne har indsamlet deres faglige erfaringer om sjeeldne
heendelser ved hjeelp af KUGLE2 hvor kugleudtagelsen fort-
seetter indtil der farste gang udtages en rad kugle. Dette illu-
strerer situationen hvor et eksperiment gentages indtil den be-
tragtede sjeeldne haendelse indtreeffer. Og hvor heendelsens
sandsynlighed ikke eendres undervejs!

En gang pr. 20 ar!

Ved hjeelp af KUGLE2 undersgger eleverne en situation hvor
der blandt 20 kugler findes én rad kugle. Fra kuglepopulatio-
nen udtages kugler, én for én med tilbagelaegning, indtil den
rede kugle udtages. Programmet holder styr pa hvor mange
udtagelser der foretages far den rgde kugle dukker op.

Eleverne lader fx KUGLE2 udfgre 100 eksperimenter, og i
hvert eksperiment noteres antallet af udtagne kugler indtil der
udtages en rgd kugle. Programmet opstiller derefter en stati-
stik over de opnaede resultater.
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Statistik over 100 eksperimenter
Talomrade Fraktil

1%

5%

10 %

25%  Gennemsnit: 20.18

il
OO NE TN R

2 50% Maximum : 139
6 75%  Minimum : 1
1 90 %

0 95 %

7 99 %

Af statistikken ser de farst at der i de 100 eksperimenter krae-
ves i gennemsnit ca. 20 forsgg for at udtage den rgde kugle.
Det svarer godt til elevernes forventning, chancen i hver enkelt
udtagelse for at fa den rade kugle er 1 ud af 20, sa det er at
forvente at der i gennemsnit er behov for 20 forsgg fer den
sjeeldne haendelse indtreeffer.

Det undrer imidlertid eleverne at der kan veere sa stor forskel
pa de enkelte eksperimenter: | et eksperiment blev en rgd kug-
le udtaget allerede i farste forsgg. | et andet eksperiment skul-
le der udfares 139 forsgg for en rad kugle blev udtaget.

Hverdagens omtale af sjeeldne heendelser

En sjeelden haendelse som har en sandsynlighed pa& 5% for at
indtreeffe inden for et ar, vil ofte i almen tale blive omtalt som
en haendelse der vil indtraeffe ,1 gang pr. 20 ar“. Dette er, som
eleverne kan se af deres statistik, en betragtning der geelder
det gennemsnitlige. Der kan veere store individuelle forskelle:
Somme tider vil haendelsen allerede indtreeffe det fgrste ar, i
andre tilfeelde kan det tage 100 ar inden den forekommer.

Eleverne kan ved hjeelp af KUGLE2 se naermere pa forekoms-
ten af sjeeldne haendelser, og de vil ved deres eksperimenter
finde at i gennemsnit vil den sjeeldne haendelse altid psent
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falge det forventede. En haendelse med en sandsynlighed pa
1/100 for at indtreeffe inden for et ar vil i gennemsnit forekom-
me én gang pr. 100 ar, "den forventede periode“ er 100 ar. Og
hvis heendelsens sandsynlighed er 1/200 vil den forventede
periode veere 200 ar.

40-15 reglen

Men eleverne kan fa flere nuancer i deres forhold til sjeeldne
heendelser. Af deres statistikker fra KUGLEZ2 kan de formulere
den sakaldte "40-15 regel for sjeeldne heendelser“. Den siger
at for sjeeldne haendelser geelder:

Der er ca. 40% chance for at heendelsen
forekommer i lgbet af den farste halvdel af
den forventede periode.

Der er ca. 15% chance for at heendelsen ikke
forekommer i lgbet af det dobbelte af den
forventede periode.

Det vil sige at for en sjeelden haendelse der har en sandsynlig-
hed pa 1/100 for at indtreeffe inden for et ar, er der en chance
pa ca. 40% for at den allerede indtreeffer i labet af de farste 50
ar. Til gengeeld er der en chance pa 15% for at den slet ikke
indtreeffer inden for de farste 200 ar.

Gennem arbejdet med data fra KUGLE?2 far eleverne et indblik
i chanceforholdene vedrgrende sjeeldne heendelser, og de far
nuancer pa hverdagens omtale af heendelserne hvor de naes-
ten altid beskrives som haendelser der indtreeffer 1 gang pa sa
0g sa mange ar.

Anvendelsen af KUGLE-modellen til belysning af sjeeldne
heendelser giver selvfglgelig anledning til overvejelser om mo-
dellens brugbarhed. Dette spgrgsmal opfordrer vi derfor leerer-
ne til at dragfte med eleverne:
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"Nar vi her har belyst sjeeldne hzendelsers forekomst ved an-
vendelse af kuglemodeller, er der alene tale om hsendelser
som kan beskrives pa passende vis ved modeller af denne art.
Det vil sige at heendelsens indtreeffen kan efterlignes ved udta-
gelse af kugler, og ved hver enkelt udtagelse er der samme
chance for at den pagaeldende haendelse indtreeffer. Der er alt-
sa ikke tale om situationer hvor chancen for at den betragtede
haendelse indtreeffer sendrer sig fra udtagelse til udtagelse.

Det kan ikke altid umiddelbart afggres om forekomsten af
hverdagens sjeeldne haendelser kan beskrives ved de benytte-
de kuglemodeller. Ved ulykker der forarsages af personers
treethed eller af materialers nedslidthed, kan det vel teenkes at
risikoen for ulykkens indtreeffen bliver stagrre og sterre for hver
tidsenhed der forlgber. Pa den anden side kan der opsta en
effekt hvor personer bliver bedre og bedre til at handtere den
forelagte chancesituation, og sandsynligheden for den sjeeldne
haendelse bliver som falge heraf mindre og mindre. Der ma
derfor, som altid hvor der ggres brug af matematiske modeller,
foretages overvejelser over modellens rimelighed fgr den an-
vendes pa den praktiske situation.”

6.3 EMMA-tema: Hvad er chancen? Brug KUGLE 3
Klassetrin: 7-10
Omfang: 3-5 lektioner
Programmel: Kugle123
Faglige omrader: Statistisk sandsynlighed, information
gennem eksperimenter.

Baggrund

Programmet KUGLE123 (som indeholder KUGLE3) udger
sammen med LOD et veerktgj til arbejdet med bestemmelsen
af sandsynligheder gennem data fra eksperimenter. Det statis-
tiske sandsynlighedsbegreb er derfor i centrum i arbejdet med
KUGLES.
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KUGLES3 bygger pa en arbejdsform hvor eleverne eksperimen-
terer og afpraver. Med dette program kan eleverne med ind-
sigt behandle chancesituationer som ellers ville ligge uden for
deres faglige raekkevidde.

Fagligt indhold

Med KUGLE3 kan eleverne efterligne udtagelsen af kugler fra
en aeske. | aesken er der et antal kugler, nogle af dem er rade.
Fra sesken udtages kugler, én ad gangen, og udtagelsen fort-
seetter indtil alle de rode kugler er udtaget. Udtagelsen kan
veere med eller uden tilbageleegning.

Med KUGLES3 kan man altsa efterligne "en tilfaeldig stikprave-
udtagelse” fra en population der indeholder elementer af to
typer. KUGLES3 er lige som KUGLE2 en sakaldt "Ventemodel”.
Den belyser hvor leenge der skal ventes pa den sidste rede
kugle i kugleudtagelsen.

Gennem arbejdet med KUGLE3 kan eleverne beskaeftige sig
eksperimentelt med chancesituationer som ved en teoretisk
behandling ville kreeve kendskab til en reekke sandsynligheds-
teoretiske forhold som ligger langt uden for elevernes faglige
reekkevidde. Derimod vil eleverne ikke have nogen vanskelig-
heder med at seette sig ind i de behandlede problemstillinger.

Arbejde med EMMA-temaet:
Hvad er chancen? Brug KUGLE3

Indhold
1. Modellen KUGLE3
2. Udtagelse uden tilbagelaegning
3. Alle kugler er rade
4. Anvend KUGLE3

Modellen KUGLES3. Her indfgres eleverne i KUGLE3-pro-
grammets mange faciliteter. Gennem et indledende eksempel
illustreres opbygningen af en KUGLE3-model, og der indfgres
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en kort notation for kuglemodellerne under KUGLES3. - Det for-
udseettes at eleverne er fortrolige med anvendelsen af model-
lerne KUGLE1 og KUGLEZ2, og at de dermed kender brugerfla-
den i de tre kugleprogrammer.

| arbejdet laegges der veegt pa at eleverne bliver i stand til at
uddrage informationer fra programmets grafer og tabeller. Her
kan afleeses oplysninger om de ukendte chancer, savel chan-
cer for enkeltheendelser, som fx chancen for at der netop udta-
ges ti kugler far alle rade kugler er udtaget, eller chancen for
sammensatte haendelser, som fx chancen for at der udtages
mindst 25 kugler far alle de rade kugler er taget.

Det er vigtigt at eleverne bliver fortrolige med at overseette
mellem kuglemodel og den forelagte chancesituation. Teksten
skifter derfor til stadighed mellem disse to scener. Det illustre-
res i de to farste afsnit af EMMA-temaet.

Alle kugler er rgde. Nogle af de mest spaendende og overras-
kende problemstillinger optraeder i situationer hvor alle kugler i
aesken er ragde. Udtagelsen skal her fortseettes indtil alle ses-
kens kugler har veeret udtaget. Disse situationer tages op gen-
nem et udvalg af eksempler og der suppleres i temaets afsnit
4 med en reekke opgaver som behandler problemer i tilknyt-
ning til situationen "Alle kugler er rade”.

Forslag til supplerende aktiviteter i klassen

Indledning. Drgftelse af situationer fra hverdagen som kan
beskrives ved en kuglemodel. Samlingen af opgaverne i EM-
MA-temaerne KUGLE 1, 2 og 3 vil kunne give et overblik over
de mangeartede situationer der chancemaessigt kan beskrives
ved udtagelse af kugler fra en aeske.

Som forberedelse til arbejdet med KUGLE3 kan det veere en
ide at lade eleverne opleve serier af kugleudtagelser som rea-
liseres gennem konkrete udtagelser af kugler fra en pose.
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Efterbehandling. Her kan drgftes veerktgjets rolle: Gennem
KUGLES far eleverne et svar pa spgrgsmalene om de ukendte
chancer, men det vil sta klart for dem at der ikke er et bestemt
facit som er det rigtige. Denne holdning til arbejdet med mate-
matiske problemer bgr tages op i drgftelser i klassen.

| efterbehandlingen kan ogsa elevernes forslag til egne opga-
ver som kan lgses ved hjeelp af kuglemodeller, tages op til
drgftelse. | den forbindelse vil samspil mellem model og virke-

lighed veere et oplagt samtaleemne.
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7. Problemlgsning i chancesituationer: TRA

7.1 Om programmet TRA

TRZE er et program som er tilrettelagt med henblik pa under-
visningen i 7.-10. klasse. Det vil kunne finde anvendelse ved
arbejdet med grundlaeggende begreber fra sandsynlighedsreg-
ning.

Programmet bygger pa et af den elementzere undervisnings
vigtigste hjeelpemidler i arbejdet med chancesituationer:
Chancetreeer. Chancetraeer benyttes ved beskrivelsen af sam-
mensatte eksperimenter hvor der foreligger sandsynligheder
for heendelserne i de enkelte deleksperimenter.

TRA vil endvidere kunne anvendes i et indledende arbejde
med betingede sandsynligheder. Gennem sakaldte reducere-
de chancetraeer gives en lettilgeengelig indfarelse i spagrgsmal
der vedrgrer betingede sandsynligheder.

De emner der kan behandles under reducerede chancetreeer,
harer ikke til det faglige indhold i folkeskolen. Den tilhgrende
elevtekst vil imidlertid vise hvor kort vej der er fra skolens
sandsynlighedsregning til en righoldig og spsendende emne-
verden som i udstrakt grad knytter sig til hverdagens anven-
delser af faget.

Emnerne fra TRA er viderefgrt i programmet HYPOTESE.
Her kan arbejdes med vurdering af hypotesers troveerdighed i
lys af forelagte data. Se beskrivelsen i afsnit 4.11 i del 1.

En forenklet udgave af TRA findes i programmet ASKE. |
dette program kan eleverne arbejde med situationer hvor der
udtages kugler fra en aeske. Nar der indtastes oplysninger om
aeskens indhold af kugler, antallet af kugler der udtages og
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udtagelsens art (med eller uden tilbagelsegning), vil program-
met tegne det faerdige chancetrae med pafajede chancer.

Her foreligger en aeske der indeholder 3 hvide og 2 sorte kug-
ler. Fra aesken udtages 3 kugler uden tilbagelaegning.
Chancetraeet beskriver chancerne ved udtagelsen.

H3 173 1
H2 214
53 213 2 0.2000
H1 35
H3 273 5 0.2000
52 214
53 13 1
H3 273 5 0.2000
H2 314
53 13 &
51 25
H3 373 7
52 14
53 03 g

Pa treeet er markeret de grene der svarer til at der udtages 2
hvide og 1 sort kugle i de tre udtagelser. Den samlede sand-
synlighed pa disse grene aflaeses til 0.60.
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7.2 EMMA*tema: Hvad er chancen? Brug chancetraeer!
Klassetrin: 8-10
Omfang: 5-8 lektioner
Programmel: TRA og A£SKE
Faglige omrader: Grundleeggende arbejde med beregning
af sandsynligheder

Et EMMA* tema henvender sig til elever med saerlig interesse
og evne for matematik

Indhold

Vi tegner et chancetree

Lidt om programmet TRAE

Udtagelse med tilbageleegning
Programmet AESKE

Opgaver

Reducerede chancetraeer

Hvor sikker er diagnosen?

Hvordan afslgrer man ulykkesfugle?
Opgaver til Reducerede chancetraeer

CoNOGO~WNE

Temaet behandler et af den elementaere undervisnings vigtig-
ste hjeelpemidler i arbejdet med chancesituationer. Chance-
treeer benyttes ved beskrivelsen af sammensatte eksperimen-
ter hvor der foreligger sandsynligheder for haendelserne i de
enkelte deleksperimenter En lang reekke af eksempler fra sko-
lens sandsynlighedsregning vil netop kunne behandles som
eksperimenter sammensat af nogle fa enkle deleksperimenter.

| arbejdet benyttes programmet TRA som er specielt tilrette-
lagt med en indledende undervisning for gje.

| de tre farste afsnit af elevteksten gives en introduktion til op-
bygningen og anvendelsen af et chancetree. Eksemplerne
knytter sig til simple udtagelser af kugler fra en seske.
Udtagelsen kan veere med tilbageleegning eller uden tilbage-
leegning.
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| afsnit 4 i EMMA-teksten introduceres programmet ASKE,
der er en forenklet udgave af TRA. | programmet £SKE skal
brugeren ikke tildele sandsynligheder til de enkelte grene i
chancetreeet, det gares af programmet ud fra de givne oplys-
ninger om den forelagte kuglesituation.

Afsnit 5 indeholder en raekke opgaver som alle kan Igses ved
hjeelp af TRA, nogle tillige ved hjeelp af A£SKE.

Afsnit 6 behandler reducerede chancetreeer. Disse treeer be-
nyttes nar der foreligger yderligere data til belysning af den
givne chancesituation. Treeer af denne type giver pa en lettil-
geengelig made mulighed for at behandle spargsmal der ved-
rarer brugen af betingede sandsynligheder.

Afsnit 7 og 8 giver to starre eksempler pa anvendelsen af re-
ducerede chancetraeer. Disse eksempler vil give et billede af
hvorledes nye data giver anledning til nye beregninger af
sandsynligheder.

Afsnit 9 indeholder en raekke opgaver der har med betingede
sandsynligheder at gare.

Anvendelsen af chancetraeer er naermere beskrevet i afsnitte-
ne4.6-4.10idel 1 af CHANCE.
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8. Arbejde med databaser og chancer

Her arbejdes med to databaser der indeholder data som er let-
tilgeengelige for fortolkninger. Den ene database (afsnit 8.1) in-
deholder oplysninger om danskernes levetid.

Den anden database (afsnit 8.2) indeholder oplysninger om
det danske vejr maned for maned fra 1920 og fremefter. Den-
ne database lader eleverne foretage chancemaessige overve-
jelser i tilknytning til meningsfulde data.

Det er sigtet med disse to databaser at eleverne skal blive

fortrolige med at anvende statistik og sandsynlighed som na-
turlige veerktgjer ved beskrivelser og problemlgsning.

8.1 EMMA-tema: Levetid

Klassetrin: 6-10
Omfang: 2-3 lektioner
Programmel: Demografi

Faglige omrader: Statistisk sandsynlighed,
samfundsbeskrivelse

Baggrund

Der arbejdes med problemstillinger som vedrgrer levetider for
den danske befolkning. Emnet belyser en reekke spgrgsmal
om befolkningsudviklingen i Danmark. Der gives grundlag for
et arbejde med temaet Befolkningsprognose hvor fremskriv-
ningen af befolkningstallet i Danmark tages op.

| temaet foretages sammenligninger med tidligere tiders leve-
tidstabeller, og der vi veere gode muligheder for at inddrage tal
som belyser levetider i andre lande. | tilknytning til de historis-
ke data vil der veere lejlighed til at drafte tidligere tiders levevil-
kar med hensyn til sundhed og sygdom.
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Emnet kan belyse samfundsbeskrivelsens muligheder: Den gi-
ver statistiske billeder, "gennemsnit”, af befolkningen, men den
ma afsta fra at give udsagn som gaelder for den enkelte per-
son.

Fagligt indhold

Temaet bygger helt og holdent pa overvejelser som er af sta-
tistisk art. Temaet kan derfor give en udmeerket indledning til
et arbejde med statistiske sandsynligheder i skolens 6.-10.
klasser.

De spgrgsmal der behandles i temaet Levetid, har seerlige
muligheder for at belyse det statistiske sandsynlighedsbegreb
pa en tilfredsstillende made. Det vil her veere klart for eleverne
at sandsynligheder kommer til veje pa grundlag af et stort
datamateriale, og det vil veere indlysende for dem at beregnin-
ger af sandsynligheder ikke med lovmaessighed er gyldige for
det enkelte individ.

Der bygges pa et intuitivt sandsynlighedsbegreb, eller chance-
begreb, hos eleverne. Der forudseettes saledes ikke et forud-
gaende arbejde med sandsynligheder.

Der vil i arbejdet med Levetid veere gode muligheder for at
illustrere enkle metoder til beregning af sandsynligheder, her-
under ogsad sandsynligheder for sammensatte haendelser.
Temaet kan saledes laegge op til et senere mere systematisk
arbejde med sandsynligheder. Det vil tillige veere oplagt at
knytte udsagn om chancer sammen med informationer der
hentes fra forelagte datamaterialer.
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Arbejde med EMMA-temaet: Levetid

Indhold
1. Hvor leenge lever vi — i gennemsnit?
2. Programmet Levetid
3. To personer sammenlignes
4. Opgaver

Hvor leenge lever vi — i gennemsnit? Her introduceres be-
grebet levetidstabel. Der bygges pa en forenklet udgave, og i
tilknytning til den udfares nogle grundlaeggende beregninger af
levechancer. - Beregningerne i disse indledende eksempler
foretages ved handkraft, en lommeregner vil vaere tilstraekkelig
hjeelp.

Det betones at tallene i levetidstabellen giver et gennemsnits-
billede for den danske befolkning og at tallene ikke kan bruges
pa enkeltpersoner.

Programmet Levetid. Her anvendes programmet pa et ek-
sempel hvor der beregnes levetidschancer for en enkelt per-
son. Programmets tabel og graf kommenteres. | tilknytning til
tabel og graf omtales begrebet medianlevetid.

To personer sammenlignes. Her behandles programmets
mulighed for at fremlaegge tabeller og grafer for to personer A
og B. Der er frit valg af ken og alder for de to personer. - |
tilknytning til sammenligningen beregner programmet chancen
for at person A overlever person B. Der ggres ikke i elevteks-
ten rede for hvorledes denne beregning fore tages .

Opgaver. Et udvalg af opgaver som belyser anvendelsen af
beregningerne i Levetid. | opgaverne fremleegges nogle leve-
tidstabeller fra forrige arhundrede, og der foretages sammen-
ligninger mellem tidligere tiders levechancer og nutidens.

Ogsa begreber som overdgdelighed og underdgdelighed ta-
ges op.
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Forslag til supplerende aktiviteter i klassen

Indledning. Drgftelse af problemer der har med befolknings-
udvikling at gere. Der kan tages udgangspunkt i tabeller over
danskernes levetid gennem de sidste 100 ar. En sadan tabel
er til radighed i programmet Demografi, hvori Levetid er place-
ret:

Danmark 1840 - 1999

Middellevetid for nyfgdte danskere

Drenge Piger

1840-49 42.9 45.0
1850-59 43.1 45.4
1860-69 43.7 45.6
1870-79 45.5 47.2
1880-89 46.8 48.9
1890-99 48.6 514
1900-09 53.9 57.1
1910-19 56.0 58.5
1920-29 60.6 62.3
1930-39 62.8 64.8
1940-49 66.7 68.9
1950-59 70.1 73.2
1960-69 70.5 74.9
1970-79 71.1 76.9
1980-89 71.9 7.7
1990-99 72.7 78.0

Spergsmal om dadelighed kan tages op i tilknytning til en tabel
over speedbgrnsdgdeligheden i Danmark gennem de sidste
100 ar. Ogsa denne tabel findes i programmet Demografi.

Efterbehandling. Nogle af de behandlede opgavesituationer

vil sikkert give anledning til drgftelser i klassen. Det vil endvi-
dere veere oplagt at drgfte internationale tabeller over leveti-

163



der, fx en sammenligning ferst pa nordisk plan og derefter
med inddragelse af tabeller fra udviklingslande.

Ogsa en draftelse af fremtidens levechancer vil kunne tages
op: Hvordan vil levetiderne udvikle sig i fremtiden? Hvad vil
der ske med spaedbgrnsdgdeligheden? Vil Danmark rette op
pa sine faldende levetider i forhold til en reekke europaeiske
lande? Hvilken indflydelse har miljget pa vore levetider? Hvad
betyder vor levevis?

8.2 EMMA-tema: Vejrdata

Klassetrin: 6-10
Omfang: 3-5 lektioner
Programmel: Vejrdata

Faglige omrader: Statistisk sandsynlighed, fortolkning af
data, brug af en database

Baggrund

Det primeere sigte med temaet Vejrdata er at gare eleverne
fortrolige med at anvende en database, og at ggre dem be-
kendt med at det er én ting at hente data fra en saddan base,
en anden ting at uddrage information fra disse data.

Temaet gar overalt opmaerksom pa den proces der bestar i at
fortolke de opndede resultater. En fremlaeggelse af data, hvad
enten de er i form af tallister, tabeller, maerketal eller grafer, er
i sig selv ikke noget veerd. Brugeren ma kunne fortolke de
fremlagte data og ma kunne laegge et meningsindhold i dem.
Farst da er der tale om at der er hentet information fra basen,
information som kan fgre til viden og indsigt.

Fagligt indhold

Databasen i Vejrdata indeholder oplysninger om fem vejrvaria-
ble for hver maned fra 1920 og op til i fjor. Databasen og pro-
grammet opdateres hvert ar med de seneste tal. Gennem
anvendelse af en database af denne art som indeholder me-
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ningsfyldte data der knytter sig til letforstaelige situationer fra
elevernes hverdag, vil fortolkningen af opnaede resultater
foles ganske naturlig for eleverne. Det siger sig selv at fortolk-
ningsprocessen ikke pa rimelig vis ville kunne indga i arbejdet
séfremt der blev benyttet kunstige databaser med pseudodata
som maske er frembragt af computeren. | en sadan situation
vil arbejdet med databaser ga glip af den paedagogisk veerdi-
fulde del der bestar i oversaettelsen fra data til (meningsfyldt)
information.

| fortolkningen af de hentede data geres i Vejrdata brug af
hjeelpemidler fra statistikken, hjeelpemidler som hgrer til det
faglige indhold i folkeskolen. Der sigtes mod at eleverne gen-
nem dette arbejde kan se at statistikken er et godt veerktgj ved
beskrivelse og fortolkning af datamaterialer. En ndsigt som
ikke har gode vilkar nar skolens brug af statistik kulminerer
med udregning af en median, uden at denne ggres til gen-
stand for fortolkning eller indsaettes i en sammenhaeng.

Faglige forudseetninger for arbejdet med Vejrdata

Det er en fordel hvis eleverne har mgdt begreber fra den
deskriptive statistik. Hvis dette ikke er tilfeeldet, vil lsereren dog
let kunne introducere disse begreber gennem eksemplerne i
temaet. Iseer ma der da arbejdes med de faciliteter der er
tilgeengelige i Vejrdata under anvendelse af Statistik-knappen.
Eleverne vil gennem arbejdet med eksempler fra temaet kun-
ne blive fortrolig med begreberne fraktiler og fraktilveerdier, og
de vil gennem opstilling af vejrprofiler fa rig anledning til at
fortolke de forelagte talveerdier.

Ogsa elevernes indsigt i brugen af grafiske fremstillinger vil

kunne stgttes gennem arbejdet med eksempler og opgaver fra
temaet Vejrdata.
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Arbejde med EMMA-temaet: Vejrdata

Indhold
Hvad Vejrdata kan
En karsel af programmet
Programmets variable
Andre enheder
Vejrprofiler

-9. Opgaveafsnit

0. Vejrrekorder

BookrwhpE

Hvad Vejrdata kan og Kgrsel af programmet. Gennem
nogle eksempler og @velser gives her en introduktion til hvor-
dan Vejrdata kan anvendes. | tilknytning til eksemplerne illu-
streres de forskellige faciliteter: Tabeller, pindediagrammer,
kurvegrafer og fordelingsdiagrammer.

Endvidere vises hvorledes den indbyggede statistik-modul kan
benyttes ved udregning af fraktiler og fraktilveerdier.

Programmets variable. Her gives en lidt mere detaljeret be-
skrivelse af de fem vejrvariable der indgar i programmet: Mid-
deltemperatur, maksimumtemperatur, minimumtemperatur,
nedbgrmaengde, soltimetal.

Andre enheder. | programmet kan opereres med forskellige
tidsmaessige enheder, sdsom enkeltmaneder, flere maneder,
arstider, kalenderar, og et Igbende antal maneder. Gennem
eksempler gives en indfagring i brugen af det fulde repertoire af
programmets tidsmaessige enheder.

Vejrprofiler. En seerlig bekvem og hurtig made til at skaffe sig
overblik over vejret i en bestemt periode foreligger i program-
mets beregning af vejrprofiler. Her vil der veere gode mulighe-
der for at lade eleverne foretage fortolkninger af de beregnede
veerdier.
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Opgaveafsnit. Her findes et rigt udvalg af opgaver som leerer
og elever kan plukke fra. Opgaverne er opdelt i de fire afsnit 6-
9: 6. Lav en statistik — og giv dit svar! 7. Hvornar var det nu det
var? 8.0pstil en vejrprofil — og fortolk den! 9. Sgg og find!

Vejrrekorder. Temaet afsluttes med en oversigt over danske
(og nogle fa internationale) vejrrekorder. | tilknytning hertil gi-
ves oplysninger om saerlige vejrfeenomener pa den danske
arena: Steerke storme, hvid jul, isvintre, hede- og varmebglger.

Forslag til supplerende aktiviteter i klassen

Det danske vejr giver mange muligheder for drgftelser i klas-
sen. | tilknytning til aktuelle vejrsituationer vil Vejrdata kunne
belyse hvor ofte dette forekommer i de danske statistikker.

Aviserne bringer hver maned en kommentar til den foregadende
maneds vejr. Gennem Vejrdata kan disse kommentarer szettes
ind i en stgrre sammenhaeng.

| en efterbehandling af temaet vil det veere naturligt med
eleverne at drgfte anvendelsen af et vaerktgj som bygger pa
data der er indsamlet fra virkelighedens verden. Hvordan kan
sadanne data benyttes i vurderingen af aktuelle og fremtidige
vejrsituationer?
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9. Chancer i spil

EMMA - tema: Chancespil

Programmel: Statspil, Tyv, Roulette, Poker, Yatzy
Faglige omrader: Arbejde med sandsynligheder i spil-
situationer

Klassetrin og omfang:

Statspil Klassetrin: 5+ Omfang: 1-2 lektioner
Tyv Klassetrin: 6+ Omfang: 1-2 lektioner
Roulette: Klassetrin: 7+ Omfang: 2-3 lektioner
Poker Klassetrin: 8+ Omfang: 1-2 lektioner
Yatzy Klassetrin: 8+ Omfang: 1-2 lektioner
Indhold

1. Statspil

2. Enarmet tyveknaegt

3. Roulette

4. Pokerterning

5. Yatzy
De fem spil

| temaet arbejdes med fem af INFAs matematikspil. Det er sig-
tet med temaet at give eleverne mulighed for at arbejde med
chancer og chancevurderinger i tilknytning til situationer af
spillemaessig art. Arbejdet vil kunne supplere de faglige emner
der tages op i de gvrige EMMA-materialer inden for omradet
sandsynlighed.

Spillene er ovenfor neevnt i reekkefglge efter deres krav til mo-
denheden af elevernes chancebegreb. Mindst kreevende i
chancemaessig henseende er Statspil og mest kreevende er
Yatzy. Spillene kan i gvrigt anvendes uafhaengigt af hinanden,
og bortset fra familieskabet mellem Pokerterning og Yatzy er
der ingen feelles treek mellem spillene.
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Statspil

Dette spil kan spilles pa alle folkeskolens klassetrin. Det er
blevet benyttet som grundlag for en undersggelse af hvordan
elever i 1.-10. klasse handterer chancesituationer.

I undervisningsmaessig sammenhaeng kan Statspil anvendes i
et indledende arbejde med sandsynlighed. Eleverne kan her —
i overskuelige situationer - blive opmaerksom pa chancesituati-
oner, og de kan gennem spillet f& afprgvet og styrket deres
fornemmelser for chancer.

Hvor de fleste selskabsspil styrer spillets chancer gennem ter-
ningkast som spilleren er uden indflydelse pa, kan spilleren i
Statspil veelge mellem tre "terninger”. Terningerne giver spille-
ren forskellige chancer pa de mulige gjental. Spilleren i Stat-
spil skal saledes foretage en vurdering af hvilken terning der
giver ham de bedste chancer for at opna et godt kasteresultat.
Dermed er spilleren i Statspil under hele spillet aktiv i en vur-
dering af chancer. Sddanne overvejelser over chancer i Stat-
spil kan med udbytte forega i draftelse mellem to eller tre ele-
ver.

| Statspil er endvidere indlagt en mulighed for at spillerne selv
bestemmer over en af de tre terninger. De kan her veelge
deres egen sammenseetning af gjentallene pa en af de tre ter-
ninger der kan veelges.

Statspil foreligger i to versioner: Statspil 30 med 30 felter pa
spilleplanen og Statspil 43 med 43 felter. Statspil kan spilles af
op til fire spillere, heraf kan den ene veere computeren. Nar
der spilles med computeren som deltager, kan de gvrige spil-
lere med udbytte iagttage computerens valg af terning i de
foreliggende spillesituationer.
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Roulette og Tyv

Programmerne Roulette og Tyv beskeeftiger sig med to af
hverdagens aktuelle spilletilbud: det typiske kasinospil, Roulet-
te, og det typiske spil fra spillehaller, Enarmet Tyveknaegt.

Gennem afprgvningen af de to programmer vil eleverne blive
bekendt med forhold som er karakteristiske for spil der udfares
i et regi med en spiller pa den ene side og "et system“ pa den
anden. Ved Roulette udgeres systemet af de regler kasinoet
opstiller for deltagelse og gevinstudbetaling, ved de enarmede
tyvekneegte er systemet de chancer og gevinstkombinationer
der er indbygget i spillemaskinerne.

Sigte

Sigtet med de to programmer, Tyv og Roulette, er at gore ele-
verne fortrolige med nogle af de lovmaessigheder som forelig-
ger ved spil af denne slags: Spil foregar efter regler som er
givet pa forhand, og de kan ikke forhandles. Gar man ind som
deltager i spillene, anerkender man samtidig de opstillede reg-
ler. Og man ma baere de tab der opstar ved deltagelse i spille-
ne.

Reglerne indebaerer at store gevinster forekommer sjeeldent,
og sma gevinster forekommer hyppigt. Spilleren kan veere
heldig i det korte Igb, men held er ikke noget han kan bygge
pa i det lange Igb i spil hvor han er oppe imod en indbygget
skaevhed i vinderchancer. Og dette er jo situationen bade i spil
pa Roulette og spil pa spillemaskine. Held er ikke noget der er
fast knyttet til en spiller sa han altid kommer ud med overskud.
Og det er uheld i gvrigt heller ikke.

Sigtet med de to kasino-spil er ikke at uddanne folkeskoleele-
ver til kasinospillere, men at give dem et indblik i spillenes na-
tur. Spillene kan derved bidrage til at justere deres intuitive
opfattelse af chancer og risikoer i spil der er styret af tilfeeldig-
hedens love. Og arbejdet med Tyv og Roulette kan maske
pille ved nogle af de myter der ofte knyttes til spil og spillefor-
lgb og fierne lidt af kasinomiljgets mystik.
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Faglige forudseetninger

| materialerne til Tyv og Roulette er givet eksempler pa hvorle-
des chanceberegninger og gevinstudregninger foretages. Hvis
eleverne skal fa det fulde udbytte af arbejdet med program-
merne, er det vigtigt at de far kendskab til disse beregninger.
Uden behandling af de chancemaessige forhold vil beskeefti-
gelsen med programmerne kunne blive ren underholdning.

En neermere behandling af chanceforhold i tilknytning til spil er
givet i heeftet i INFAs Chanceleereserie:

Spil - Chancer gennem teellemetoder, INFA 1993

| heeftet omtales de to spil, Roulette og Enarmet Tyveknaegt, i
henholdsvis afsnit 4.3 og afsnit 4.9.

Forberedelse

| forbindelse med Roulette ma de forskellige muligheder for
indsats tages op, og eleverne ma veere helt klar over forholdet
mellem bred daekning / lille gevinst og smal daekning / stor ge-
vinst.

Gevinstudbetalingerne i Roulette kan sikkert bedst gennemgas
ved hjeelp af enkeltspil som kagres i demo-udgave for hele klas-
sen. Her kan eventuelle uklarheder drgftes og forklares.

Farst nar gevinstudbetalingerne er helt forstdet gennem karsel
af enkeltspil, begr eleverne ga videre til spilleserier. Her foregar
alt sa hastigt at den elev der ikke har forstaet enkeltspillene, vil
blive haegtet af.

Eleverne ma gennem deres afprgvninger na til forstaelse af at
alle indsatsmuligheder i Roulette giver samme gevinstchance.
Om man i en lang spilleserie fx vaelger at spille pa Nummer
eller pA RA@D, er en afgarelse som mere er af psykologisk end
matematisk art. Den ene indsats vil give store, men sjeeldne
gevinster, den anden vil give sma, men hyppige gevinster.
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Max-tab karslerne, bade i Roulette og i TYV, giver eleverne
mulighed for at opleve kasinospillenes grundlov: Far eller se-
nere har du tabt alle dine penge! - Men karslerne viser ogsa at
nogle afblankninger er seje og langvarige affeerer, maske sa
langvarige at talmodigheden hos eleverne ikke slar til. Men lad

ikke dette pavirke sandheden i den citerede grundlov.

| programmet TYV er indlagt en mulighed for at brugeren de-
signer sin egen spillemaskine. Han kan her bestemme opbyg-
ningen af spillemaskinens hjul og han kan (inden for givne
greenser) fastlaegge de regler der skal geelde for gevinstudbe-
talingen.

Pokerterning og Yatzy

Disse to spil ligner hinanden en del. De udfegres begge ved
kast med fem terninger, og de involverede chanceovervejelser
er stort set de samme.

| spillene skal opnds sa godt et kasteresultat som muligt i tre
kast med fem terninger. Terninger kan lases efter ét eller to
kast, sa der kun kastes videre med de terninger som skal "for-
bedres”.

| den foreliggende udgave af de to spil er der i spillet indbygget
en chanceberegning. Programmet kan her forteelle spilleren
hvad chancen fx er for at der opnas "Tre ens” eller "Fuldt hus” i
det naeste kast. Spilleren kan foretage chanceberegninger
efter behag, og han kan pa dette grundlag bestemme sig for
hvilke terninger der skal deltage i de naeste kast.

Den indbyggede chanceberegning vil give eleverne mulighed
for at afprgve deres chanceintuition. Selv erfarne Yatzy-spil-
lere vil sikkert komme ud for at beregningen af chancer vil give
resultater der gar pa tveers af deres umiddelbare opfattelse af
hvad der er let og hvad der er sveert at opnd i det naeste kast.

| Pokerterning er indlagt en mulighed for at brugeren kan ind-
taste et kast efter eget valg og fa beregnet de chancer der hg-
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rer til dette kast. Programmet kan dermed veere et alment
veerktgj i forbindelse med vurdering af chancer i spil der udfe-
res ved kast med fem terninger. Programmets chancebereg-
ninger kan eventuelt tjiekkes ved hjeelp af INFA-programmet
Terning.

Efterbehandling

Det vil veere afggrende for elevernes udbytte af arbejdet med
de fem spil at der foretages en efterbehandling i klassen. Her
ma dreftes de erfaringer der er indhentet, og der ma saettes
fokus pa de oplevelser eleverne har haft vedrarende chancer.
Det er vigtigt at spillene ikke blot fremtreeder som underhold-
ning, men at de seettes ind i en sammenhaeng med de aktivite-
ter der i gvrigt har veeret i leeremiljget CHANCE.

| det fglgende gives en kort indfaring i hvordan spillene er
opbygget. Et forslag til anvendelse af de fem spil i tilknytning til
laeremiljget CHANCE er givet i EMMA-temaet Chancespil.

9.1 Statspil

Spillets regler

Spillet kan spilles af op til 4 spillere. Den ene af disse spillere
kan veere computeren. Hver spiller skal fgre sin spillebrik gen-
nem felterne, og den der farst nar malet, har vundet.

Nogle af spillepladens felter er grgnne. En spillebrik der lander

pa et grant felt, rykker 2 felter frem. Andre felter er rgde. En
spillebrik der lander pa et rgdt felt, rykker 2 felter tilbage.
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Chanceelementet i Statspil

Spillebrikkernes flytning bestemmes ved at der udtages kugler
fra tre aesker der hver indeholder seks kugler. Kuglerne er for-
synet med tallene 1, 2 eller 3, og det er den udtagne kugles tal
der afger hvor meget spillebrikken skal flyttes.

Den spiller der skal flytte en brik, veelger en af de tre sesker.
Programmet udtager derefter tilfaeldigt en af de seks kugler i
denne aeske, og spillerens brik flyttes 1, 2 eller 3 felter, alt efter
hvilken kugle der blev udtaget.

Hvad drejer spillet sig om?

Statspil er et spil som bade opfordrer til almindeligt spil og til
strategiovervejelser. Spillet kreever at spillerne overvejer hvilke
valg der skal gares - hvilke valg der er mest hensigtsmaessige
i den givne situation. Der skal tages hensyn til chancen for at
fa udtrukket den kugle som spilleren gerne vil have for at kom-
me videre.

Der kan benyttes en strategi som bringer spilleren hurtigt vide-
re i spillet, mod malet, eller der kan anleegges en strategi som
slar de andre spillere tilbage pa spillepladen imens man selv
sikkert nzermer sig malet.
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Det kan veere en god idé pa forhand at overveje hvilken
strategi der skal spilles efter, men der kan naturligvis ogsa blot
spilles helt frit.

Bgrns chanceintuition belyst gennem Statspil

Statspil har i en speciel version veeret benyttet til en undersg-
gelse af bgrns chanceintuition. Resultaterne fra dette arbejde
har dannet udgangspunkt for tilretteleeggelsen af INFAs under-
visningsmaterialer til arbejdet med sandsynlighed i skolen.

Det var undersggelsens sigte at denne belysning skulle forega
i tilknytning til meningsfyldte aktiviteter, hvor eleverne er moti-
verede til at arbejde serigst med de forelagte situationer. Der
skulle altsa ikke benyttes kliniske miljger hvor eleverne skal
forestille sig at de var i en neermere beskrevet situation.

Det var endvidere et sigte at elevernes intuition belyses gen-
nem deres handlinger og ikke gennem verbale udsagn i sper-
geskemaer eller interviews. Netop chancer og chanceforstael-
se kan veere et omrade hvor en handle-intuition hos eleverne
tidsmeessig gar langt forud for deres evne til at give en verbal
forklaring af handlemgnstre.

En tilretteleeggelse af undersggelsen ud fra disse forudsaetnin-
ger kan gares i regi af et matematikspil udfert ved hjeelp af
computer. Fra INFAs mange edb-spil har vi erfaret hvor enga-
geret elever pa alle alderstrin gar ind i beskaeftigelse med
dem. Ved et passende spil-design kan det opnas at elevernes
handlinger i beslutningssituationer kan belyse deres intuitive
vurdering af chancer.

Ved at lade spillet udfare pa computer er der mulighed for at
foretage en automatisk dataindsamling til beskrivelse af de be-
slutninger eleverne udfgrer undervejs i spillet, uden at der
gribes forstyrrende ind i spillet. Det er saledes ikke udsagn fra
eleverne der udggr undersggelsens data, men alene deres
handlinger i beslutningssituationer.
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Undersggelsen blev foretaget med en specielt tilrettelagt ud-
gave af Statspil. Af spilleplanes felter blev 12 felter udtaget til
naermere observation, og her registrerede computeren hvilket
valg af spilleseske der blev foretaget i spillet nar elevens brik
skulle videre fra det valgte felt.

Set fra et fagligt synspunkt var der for hvert af de udvalgte 12
felter et optimalt valg af spilleseske. Et valg som i fglge chan-
cebetragtninger ville give spilleren den bedste mulighed i det
videre forlgb. | undersggelsen blev for hver elev fart statistik
over hans eller hendes valg af den korrekte spilleaeske.

Undersggelsens resultater er fremlagt i INFA-Smatryk 1995-1:
Barns chanceintuition belyst gennem matematikspil [Litteratur-
listen afsnit E].

Her skal gengives en del af undersggelsens konklusion:

Klassetrin 1 - 4

Elevernes valg af korrekt seske er preeget af stor usikkerhed.
Valget bliver gradvis sikrere med hgjere klassetrin, men selv i
4. klasse er der valgsituationer hvor elevernes foretrukne valg
er en anden geske end den korrekte.

Klassetrin 5-9

Elevernes valg af korrekt seske bliver mere og mere sikkert op
gennem klasserne. | alle de undersggte situationer er det den
korrekte aeske der hyppigst veelges af eleverne.

En kort karakteristik af elevernes chanceintuition givet pa
grundlag af de indsamlede data kunne derfor veere:

Klassetrin 1-3: Usikker intuition
Klassetrin 4-6: Voksende sikkerhed
Klassetrin 7-9: Ganske sikker intuition

| alle tre grupper geelder det at intuitionen generelt bliver sikre-
re op gennem klasserne.

176



Det skal understreges at de formulerede udsagn har deres
baggrund i materialet som helhed. De er altsa "statistiske
udsagn”, og de kan ikke umiddelbart overfares pa den enkelte
elevifx 3. klasse, 5. klasse eller 9. klasse.

Der findes saledes i materialet eksempler pa elever fra begyn-
dertrinnene som allerede i 7-8 ars alderen har en meget sikker
intuition med hensyn til de oplevede chancesituationer, og der
findes elever pa de afsluttende klassetrin som tilsyneladende
star meget famlende over for de beslutninger der skal tages
undervejs i spillet.

Undersggelsens data kan give et fingerpeg om hvilken grad af
modenhed i chancesituationer af den forelagte art der almin-
deligvis forekommer pa de forskellige klassetrin i folkeskolen.
Men undersggelsen er selvfalgelig ikke s& omfattende og pro-
fessionelt designet at der med den som grundlag kan opstilles
en "chance-modenhedsprgve” for folkeskolens elever hvor den
enkelte elevs resultater indplaceres pa en skala ud fra de data
der er fremlagt her.

| undersggelsen er foretaget en opggrelse der sammenligner
pigers og drenges chance-intuition som den er malt ved hjeelp
af Statspil. Der henvises til afsnit 6.2 i ovennaevnte publikation.

| undervisningsmaessig sammenhaeng vil undersggelsens re-
sultater kunne give leereren en information om aktiviteter der
kan inddrages i arbejdet med sandsynlighed i skolen. Under-
visningsaktiviteter som indebeerer elevernes omgang med
chancesituationer i tilknytning til stikprgveudtagelse fra sma
overskuelige maengder, vil efter undersggelsen kunne stgtte
udviklingen af elevernes chancebegreb.

9.2TYV - Enarmede tyveknaegte

Spilleautomaten, den enarmede tyveknaegt, kom til verden i
Californien i 1890’erne. Den har skiftet udseende gennem are-
ne, men dens opbygning er i princippet usendret.
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Spilleautomaten har et antal tromler eller hjul, som oftest tre
eller fire, der beveeger sig uafhaengigt af hnanden, og som
hver kan standse i et antal positioner, fx 20 eller 30. Positio-
nerne pa hjulene er forsynet med en reekke symboler. |
programmet TYV ser vi pa to spillemaskiner som har tre hjul
der hver kan standse i 20 positioner.

Pa skaermbilledet fra programmet TYV kan man se de regler
der gaelder for udbetalingen af gevinster pa de to maskiner.

| programmet TYV er indlagt de to spillemaskiner Maskine 1
og Maskine 2. Der er mulighed for at man kan aendre i de to
maskiner, sa der kan arbejdes med en maskine hvor man selv
fastseetter gevinstreglerne.
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| TYV kan der vaelges mellem forskellige typer af spil:

- Der kan udfares enkeltspil
- Der kan udfares en serie af spil
- Der kan spilles indtil en given kapital er opbrugt

EMMA-temaet Chancespil gar naermere ind pa disse spillemu-
ligheder.

9.3 Roulette

Roulette er det klassiske kasinospil. | INFAs udgave af spillet
er der foretaget nogle forenklinger: Hver spiller kan kun spille
med et enkelt spillemaerke, som er sat til en veerdi af 20 kr.
Endvidere er udeladt nogle fa af de indsatskombinationer som
findes i den professionelle udgave. Alligevel er der s& mange
faciliteter at ROULETTE vil give et godt billede af kasinospil-
let.

Der kan i ROULETTE spilles pa tre mader:

- Der kan udfgres enkeltspil
- Der kan udfgres en serie af spil
- Der kan spilles indtil en given kapital er opbrugt

| spillet er endvidere indlagt en mulighed for at studere spille-
forlabet naermere. Her er det specielt spilleresultaterne Rgd/
Sort der undersgges.

Eleverne vil kunne se pa forekomsten af de to farver, og de vil
kunne se pa hvor hyppigt de enkelte numre udtraekkes. De vil
ogsa kunne afslare om der er hold i spilovertroen som fx siger
at efter tre gange rad i treek er der stgrre chance for sort (eller
for rad).
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9.4 Pokerterning

Pokerterning spilles med fem terninger. | den version vi her
anvender, kan der deltage to spillere, spiller A og spiller B.
Den spiller der kaster farst, kaldes udfordreren. Han praver i
lgbet af tre kast at opna sa godt et resultat som muligt, den
anden spiller skal sd i sine kast prave at overga udfordreren.

Nedenfor vises en situation hvor Sanne (udfordreren) i sit farst
kast har faet 4-1-2-2-2. | rammen nederst til venstre pa skeer-
men kan man se den rangfglge der geelder for kastene i
Pokerterning: Bedst er "Fem ens”, dvs. alle terninger viser
samme gjental. Derefter faglger "Fire ens”, hvor fire af de fem
terninger viser samme gjental. - Raekkefglgen af gjentallene er
uden betydning.
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Efter "Fire ens” kommer "Fuldt hus”, dvs. tre terninger viser ét
gjental og de to andre terninger viser et andet gjental, fx 2-2-2-
5-5. Altsa "Tre ens” plus "Et par”.

Herefter fglger sa "Fem forskellige” hvor der ikke er to ternin-
ger der viser det samme. Efter "Fem forskellige” fglger "Tre
ens” og "To par” (dvs. to forskellige par, som fx 2-2-4-4-6) og
til sidst "Et par”, som fx 2-2-3-4-5.

Jo hgjere oppe pa listen et kast er placeret, jo bedre er det. Og
jo sveerere er det at opna det pagaeldende kast.

De rgde terninger

Sanne har valgt at klikke pa de tre terninger der viser 2. De
bliver nu markeret med rgdt. De terninger der markeres med
radt, lases fast og deltager ikke i neeste kast. Det er altsa kun
de grgnne terninger der kastes i naeste kast.
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| chance-skemaet til hgjre pa skaermen har programmet ud-
regnet Sannes chancer for de forskellige kast. Her kan vi se at
der ud for "Et par” er anfart en chance pa 1.000. Det betyder
at Sanne er sikker pa at fa et resultat der indeholder to
terninger der viser ens. Det har hun jo allerede opnaet med de
markerede rgde terninger. Det samme geelder for "Tre ens”
hvor chancen ogsa er 1.000.

Men Sanne er mere interesseret i at se hvad chancen er for at
hun kan forbedre sit resultat, altsa fa noget der er bedre end
"Tre ens”.

Her ser vi i skemaet at chancen for "Fuldt hus” er 0.139. "Fuldt
hus” vil hun jo opna hvis de to grgnne terninger i naeste kast vil
vise samme gjental, og dette gjental ma ikke veere 2. Denne
chance kan udregnes til 5/36: Der er 36 resultater nar to
terninger kastes, og kun de fem resultater 1-1, 3-3, 4-4, 5-5 og
6-6 vil give "Fuldt hus”. Chancen er derfor 5/36 = 0.139.

Vi ser at chancen for "Fire ens” er endnu bedre, her er chan-
cen oppe pa 0.306. (Prav selv at forklare hvordan chancen
kan beregnes).

Endelig ser vi at chancen for "Fem ens” kun er 0.028. Sanne
skal nok ikke satse pa at hun kan opna "Fem ens” i naeste
kast.

En ny beregning

Hvis Sanne aendrer pa valget af rade terninger, kommer der
straks en ny chanceberegning pa skeermen. Hun kan fx veelge
kun at lase to af de tre terninger der viser 2 og undersgge hvil-
ke chancer det giver hende.

Sanne kan ogsa veelge fx at lase fire terninger, nemlig de tre
fra for samt den der viser 4. Hun vil nu se at det forgger
hendes chance for at fa "Fuldt hus” i naeste kast. Men det
formindsker hendes chance for at fa "Fire ens”. Sa det er ikke
ganske oplagt hvad hun skal satse pa.
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Nar Sanne har afsluttet sine overvejelser, udfgrer hun kast nr.
2. Derefter kan hun igen ga ind i chanceovervejelser fgr hun
udfarer sit sidste kast. Dette kast noteres pa skeermen som en
udfordring til Malene.

9.5 Yatzy
Her arbejder vi med det velkendte Yatzy-spil. | den version vi
anvender, kan der deltage op til fire spillere.
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[ Chascar |
- 1-ere
2-mre
3-mre
SBpillar A Sanras Wi
; : S-ala
Spiller B; HMalene Ei
Homus {5}
1 par
2 par
3 ens
4 ans
Vo] L Ly ¢ Law
Haj
Gronma tarninger kastas. Fuldt hus
Ede terningsr kastes ikke, Change
Elik pd terpinger, som skal gemmes akai L)
Klik ph dat full, hror resulbtatet skal skeives L alt

Spillet adskiller sig fra det traditionelle selskabsspil ved at der
kan foretages beregninger af chancer undervejs i spilleforlg-
bet. Disse beregninger kan stgtte spillerens overvejelser over
hvilken kategori af kast der skal satses pa.

Pa spilleplanen ovenfor er gjort klar til et spil mellem Sanne og

Malene. Sanne har foretaget sit farste kast, og hun har marke-
ret de to terninger der pa skaermen er vist med rgdt. Dem har
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hun tsenkt at lase, saledes at hun kun kaster videre med de
grgnne terninger.

| Yatzy er to seksere et godt udgangspunkt for mange kast.
Det kan fgre til "Tre ens” eller til "Fire ens”, til "To par” eller til
"Fuldt hus”. Ja, maske kan det fgre til det kast der hedder
"Yatzy”, dvs. "Fem ens”, det bedste kast i spillet.

Med et klik pd Chancer kan Sanne nu fa foretaget en
chanceberegning for de muligheder der foreligger:

Spiller: Sanne
Markerede terninger viser: 6 o
Du mangler 2 kast i denne omgang.

Chancen for at fa:

1 par 1.000
2 par 0.603
3 ens 0.691
4 ens 0.143
Lav 0.000
Hej 0.000
Fuldt hus 0.177
Yatzy 0.010

Vi kan her se at chancen for at opna "Tre ens” er 0.691, dvs.
naesten 70%. Chancen er beregnet ud fra at Sanne har to kast
endnu, og hvis hun udfgrer de to kast med den markering der
nu foreligger, dvs. med de to rgde seksere, sa er hendes
chance for at opna "Tre ens” enten i det farste kast eller i det
andet, beregnet til naesten 70%.

Der er mulighed for at éendre valget af rade terninger. Sa snart

et nyt valg er foretaget, kan der udfgres en ny chancebereg-
ning.
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Spilleren kan pa den made fa en vurdering af sine chance-
intuitioner undervejs i spillet og se hvor godt de stemmer med
de beregnede veerdier.
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10. At arbejde i et it-leeremiljg

| dette afsluttende afsnit er samlet nogle af de forslag der i det
foregaende i del 1 og del 2 af CHANCE har veeret fremsat
vedrgrende arbejdet med it-leeremiljger i skolens matematik.

De givne kommentarer henvender sig i farste raekke til lsere-
ren, men der gives ogsa undervejs forslag som direkte er rettet
til eleverne. Det vil dog nok i alle tilfeelde veere laereren der
udleegger teksten og ger brug af de dele af kommentarerne
som er relevante i den foreliggende undervisningssituation.

1. Kend veerktgjet

Det er helt afggrende at eleverne bliver fortrolige med det edb-
programmel der benyttes i arbejdet med de faglige emner. |
EMMA-temaerne vil der gennem eksempler blive givet en
indfgring i it-veerktgjets indretning, dets brugerflade og dets
anvendelse. | denne fase vil det veere naturligt at eleverne ar-
bejder med de eksempler og opgaver der er fremlagt i temaets
tekstafsnit. De er nemlig udvalgt med denne indfgring for gje.

Ganske vist haevdes det i progressive peedagogiske kredse at
elever ikke ma udsaettes for opgaver som er stillet af andre, de
skal kun beskeeftige sig med problemer de selv formulerer!
Men mon en sadan metode vil fare ret langt ind i det faglige
emne? Vil eleverne fa noget indblik i hvad veerktgjets mulighe-
der er? Og vil de se den faglige dybde i det matematiske
emne? — Vi vil foretraekke at lade denne frie arbejdsform vente
til eleven er blevet fortrolig med veerktgjet og har faet indblik i
det faglige emne.

Der gives derfor i EMMA-temaerne en ret handfast indfgring
som har til formal at forteelle om de muligheder som ligger i de
anvendte it-leereveerktgjer. Denne indfgring belyser samtidig
de mere tekniske sider af programmelbrugen. Men hav talmo-
dighed! Nar veerktajet er blevet et naturligt hjeelpemiddel, sa
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kan eleverne frit boltre sig med &bne opgaver og selvformule-
rede problemer.

Arbejdsgangen er derfor fglgende:

(1) Eleverne gares fortrolige med veerktgjet. Gennem
eksempler belyses brugen af it-leereveerktgjet.

(2) Eleverne far et fgrste kendskab til det faglige emne-
omrade. Gennem strukturerede opgaver far eleverne
indblik i faglige problemer som knytter sig til det faglige
emne.

(3) Gennem beskaeftigelse med &bne opgaver far eleverne
mulighed for at uddybe og opgve deres faglige kunnen.

(4) Eleverne stgttes i arbejdet med at benytte it-veerktgjet
i aktiviteter med selvformulerede problemstillinger.

2. Forstaelse kommer ofte i sma bidder

Det er en erfaring at man i arbejdet med matematik ofte obser-
verer at den fulde forstaelse sjeeldent indtreeffer ved farste
mgde med stoffet og de fremlagte problemstillinger. Det er og-
sa en erfaring at skoleelever ved den farste lille forhindring i
lzereforlgbet er tilbgijelige til at sige "Det forstar jeg ikke noget
som helst af!”. Og derefter giver de op, mister interessen for
sagen og stempler stoffet som "Kedeligt”. - | dagens skole er
det desveerre mere og mere af det faglige stof der overgar til
kategorien "Kedelig”.

Det vil veere en vigtig opgave for leereren at eendre denne ind-
stilling til at leere matematik. Eleverne ma opleve at forstaelse
af matematik ofte kommer i sma bidder. Hvert nyt forsgg giver
lidt ny indsigt og lidt mere forstaelse af det fremlagte problem.
Og eleverne ma geres bekendt med at en sadan arbejdsmeto-
de ikke er speciel for fagets nybegyndere, ogsa erfarne fagfolk
arbejder pa denne made. At eleverne ikke forstar den fulde
sammenhaeng ved fgrste made, er derfor ikke et tegn pa at de
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skal holde sig fra matematik. De skal maske blot indse at ar-
bejdsmetoder og leeremetoder kan veere forskellige fra fag til
fag.

Ogsa feerdighed i anvendelse af edb-programmet kan veere
noget der ma erhverves lidt efter lidt. Hvis der er et ord eller en
seetning der ikke umiddelbart forstas, sa ga videre! Teksten i
EMMA-temaet er bygget pa eksempler, og lidt senere kommer
der sikkert et eksempel som hjeelper til med at fijerne nogle af
uklarhederne.

Det ma indrammes at laesefeerdighed er et krav til den der
beskeeftiger sig med matematik. Matematiske ideer, emner og
metoder kan ikke fremlaegges uden at der gares brug af tekst.
Almindeligvis er teksterne i matematik ofte korte og klare (men
til gengeeld ganske informationsmeettede), sa med en serigs
indsats burde budskaberne i teksterne veere til at handtere.

3. Bliv ved! Prgv igen! Giv ikke op!

Selv om eleven er fuldt fortrolig med it-veerktgjet og selv om
den forelagte problemstilling er fuldt forstaet, sa kan der
alligevel veere vanskeligheder med at fa taget hul pa arbejdet
med lgsning af problemer. Et rad til eleven vil vaere: Ga i gang!
Giv ikke op! Prgv med nogle forslag! Brug veerktgjet og se
hvad det farer til!

Det gor ikke noget om elevens forslag ser mindre fornuftige
ud: Det er bedre at prgve noget end at give helt op. Kun den
der praver, har mulighed for at komme igennem. - Nar mate-
matikken driller, geelder det om at kunne tage et initiativ til at
komme videre. Selvfglgelig kan leereren spgrges til rads, men
ofte vil eleven selv kunne overvinde forhindringerne ved hjeelp
af egne famlende forsgg. Og maske han laerer mere af dem
end af at fa hjeelp fra andre.

Fa eleverne til at betragte problemer som udfordringer der har
til formal at fremme leereprocessen. Gennem sadanne udfor-
dringer kan eleverne udbygge deres matematikkunnen og op-
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na bedre indsigt i det faglige emne og dets anvendelsesmulig-
heder. Problemer skal have en passende sveerhedsgrad for at
kunne bidrage til elevernes faglige udvikling. Et problem som
enhver kan Igse uden at anstrenge sig, er ikke veerd at spilde
tid pa. Men et problem som kan saette eleven i gang med en
intens tankevirksomhed, kombineret med en aktiv brug af it-
leereveerktgjet, er en udfordring der er veerd at tage op.

4. Arbejd med stoffet: Lav selv opgaver

Hjeelp selv med til at 2 gode matematik-arbejdsvaner: Veer
ikke tilfreds med blot at lgse de opgaver der stilles til dig.
Arbejd videre med stoffet og prgav med dine egne opgaver. |
begyndelsen kan du maske blot omforme de stillede opgaver
en smule, eendre lidt pa de givne inddata og se hvilken virk-
ning det har pa lgsningerne.

| neeste omgang kan opgaverne inspirere dig til at se pa pro-
blemstillinger af en anden art. Maske de ligner de opgaver du
allerede har set pa, men du opstiller lidt zendrede krav der skal
opfyldes. Eller ogsa slaekker du pa de stillede krav og under-
sgger hvad det far af konsekvenser for Igsningerne.

Du skal i det hele taget kun opfatte de stillede opgaver som
eksempler der kan illustrere hvad veerktgjet kan bruges til. Den
helt dybe forstaelse af det faglige emne og af edb-programmet
viser sig i at du selv kan formulere nye opgaver og angribe
dem ved hjeelp af it-veerktgjet.

Nar du arbejder med leeremilijget CHANCE, kan du udnytte at
der i de daglige aviser ofte vil veere omtale af situationer som
har med sandsynlighed at gere. Det kan veere vinderchancer i
spil eller sport, og det kan veere risikoer i forbindelse med syg-
dom, naturfzenomener eller trafik. Sddanne omtaler kan maske
give dig inspiration til at formulere problemstillinger som vedrg-
rer sandsynligheder.
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5. En ny arbejdsform: Der eksperimenteres

Du vil i it-leeremiljgerne mgde en helt ny arbejdsform: | arbej-
det med chancesituationer skal du saledes skaffe dig oplysnin-
ger om ukendte chancer ved hjeelp af data som indsamles af
edb-programmer. Du vil her arbejde med matematik pa en ny
made:

Der er ikke noget facit der er det eneste rigtige, og du
kommer ikke frem til dine resultater ved at foretage be-
regninger eller omformninger og udledninger.

| stedet udfgrer du eksperimenter. Du indsamler data fra
eksperimenterne, og pa grundlag af dine data giver du dit
bud pa de ukendte chancer. Din kammerat som udfgrer de
samme eksperimenter, kan komme frem til resultater som
afviger fra dine. Men det betyder ikke at den ene af jer har
"regnet rigtigt” og den anden ikke. | har begge indsamlet
data og givet jeres bud pa lgsningen til det forelagte
problem.

Du kan ikke vide hvor gode dine resultater er, men du kan
altid afprave en lgsning ved at udfgre en ny raekke af
eksperimenter.

| arbejdet med eksperimenterne har du maske brugt et
edb-program, men i princippet kunne du selv have udfart
de mange eksperimenter uden brug af edb. Programmet
har blot veeret et veerktgj i arbejdet. Men et steerkt vaerktg;,
som giver dig en reekke nye muligheder — savel fagligt
som leeremeessigt.

Det er vigtigt at eleverne accepterer og fuldt gar ind for denne
arbejdsmetode som maske vil veere ny for dem. Eleverne skal
gennem arbejdet med eksempler og opgaver se de mulig-
heder der ligger i denne empiriske made at "lave matematik”
pa. Hvor lejligheden findes, vil det empiriske selvfglgelig kunne
suppleres med en teoretisk behandling. Men ofte er det kun de
mest banale chancesituationer som tillader en sadan supple-
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rende teoretisk behandling. Eleverne ma derfor vurdere de
opnaede problemlgsninger pa hvor godt de stemmer med den
observerbare virkelighed.

6. Veer nysgerrig. Sperg!

Neert knyttet til den nye arbejdsform er en holdning til matema-
tikken som er preeget af nysgerrighed og spgrgelyst. Hvad
sker der hvis jeg veelger andre inddata? Kan det veere rigtigt
at...? Hvilken betydning far det at vi @ndrer betingelserne til...?
Hvad bliver chancen nar vi stiller det nye krav at ..? Er det
muligt at fastleegge en chancesituation hvor chancen bliver

lt-leereveerktgjet giver eleverne god inspiration til at stille den
slags spargsmal, og det giver dem gode muligheder for at ga i
gang med at opstille deres egne svar pa de stillede spgrgsmal.

Der er her abnet for en kreativ indsats fra elevernes side.
Kreativitet kan bestd i at eleven opdager og udforsker nye
hjarner af det faglige emne, og at de nye erfaringer farer til for-
mulering af hypoteser og antagelser som kan give anledning til
videre faglig efterpravning. Og maske til formulering af nogle
generelle resultater. Men kreativitet kreever et fagligt funda-
ment. Kun nar en solid faglig baggrund er etableret, er det
muligt for eleven at udfolde sig kreativt pa en serigs made.

7. Teenk fgr — og teenk efter!

| chancesituationer vil det veere oplagt at det foreliggende pro-
blem tages op til overvejelse inden det angribes nsermere ved
hjeelp af it-veerktgjet. Lad eleven geette pa hvad den ukendte
chance er! Lad veere med at forlange en preecis talveerdi, men
veer tilfreds med en opdeling i "Stor chance”, "Lille chance” og
"Middel chance”. Med lidt mere erfaring kan eleverne maske
yderligere specificere chancerne til "Lidt over middel”, "Noget
under middel”, osv. Benyt ogsa den indledende overvejelse til
at lade eleverne redeggre for deres eventuelle begrundelse for
det foretagne geet.
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Nar eleverne har benyttet chancevaerktgjet og fundet et svar
pa den ukendte chance, er det igen tid for en overvejelse. De
tidligere givne geet vil kunne holdes op mod de indhentede
svar fra programkgrslerne, og der kan veere lejlighed til at give
et forsgg pa en forklaring pa hvorfor det nu gik som det gjorde.
Sadanne forklaringer kan selvfglgelig med fordel fremleegges
til almen dreftelse i en starre kreds. Ofte kan drgftelserne fare
til at der udfares nye eksperimenterende undersggelser.

8. Raesonneér og forklar!

Arbejdet med de faglige emner vil ofte give anledning til
resultater som kan udfordre til reesonnementer og faglige for-
klaringer. Hvorfor fik jeg mon denne veerdi pa den ukendte
chance? Ville chancen have veeret starre hvis ...? Eller hvorfor
fik jeg naesten samme chance i de to situationer? Kunne jeg
have sagt det pa forhand?

Der kan undertiden raesonneres i en form som kan komme taet
pa et matematisk bevis: Hvis denne betingelse er opfyldt, sa
vil resultatet blive...

Det er ikke et mal at arbejdet skal fare til at eleverne undervejs
forlader den empiriske arbejdsmetode og gar over til teoretiske
overvejelser. Det ville alt for hurtigt fere til blokeringer, og "Det
er kedeligt’-paraden” vil straks komme op hos mange elever.
Men det vil veere oplagt at lade reesonnement og argumentati-
on fa en plads hvor det kan statte elevernes arbejde med at
opna faglig indsigt og forstaelse.

Ofte ma det veere leereren som gennem supplerende spgrgs-
mal til arbejdsforlabet saetter fokus pa nogle situationer hvor
faglige forklaringer kan veere rimelige og gennemfarlige.

9. Brug samarbejde — hvor det er en god ide

Det vil veere oplagt at udnytte samarbejdets muligheder i
elevernes beskaeftigelse med de faglige emner og it-veerktgjer-
ne. Ofte vil der kunne veere en stor gevinst at hente gennem
udveksling af synspunkter i en mindre gruppe. Et problem kan
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her ses fra flere sider og forskellige aspekter i lgsningsforslag
kan tages op til vurdering og diskussion.

Man skal ogsa veere opmaerksom pa at der kan ligge en lee-
ringsmeessig fordel i at en elev skal fremleegge sine ideer for
andre og i tilknytning hertil maske ligefrem sta for et lille under-
visningsforlgb af sine kammerater.

Men det er ikke al matematikleering der er lige velegnet til
samarbejde. Der ma derfor foretages en vurdering af hvornar
individuel aktivitet er at foretraekke frem for den kollektive. Og
det er i gvrigt heller ikke alle elever der bryder sig om samar-
bejde. Undertiden kan samarbejdet stresse den enkelte, der er
jo naeppe to elever der arbejder i samme tempo og som har
behov for de samme teenkepauser undervejs. Ved en forcering
af samarbejdet kan et ellers velfungerende arbejdsmiljg slas i
stykker.

Sa lad samarbejdet udvikle sig ad naturlig vej. Og hold gje
med hvordan det forlgber.

10. Ggr status!
Det vil veere en god ide at der jeevnligt g@res status i arbejdet
med de faglige emner.

EMMA-temaerne er opdelt i relativt korte faglige forlgb, og
efter hvert forlgb opfordres eleven til at ga ind i egne aktiviteter
i afsnittene " Prav selv”.

Disse afsnit kan samtidig veere et signal til lsereren om at lade
eleverne ggare en lille status over det hidtidige arbejde. Hvilke
emner og metoder har vi benyttet? Hvordan indgar de i det
samlede forlgb for hele EMMA-temaet? Hvad har vi leert af
nyt? Hvad har vi oplevet vedrgrende matematikkens anvendel-
se?

Dette statuspunkt skal gare det til en naturlig ting for eleven at
der reflekteres over det leerte. Elever leerer ikke blot ved at
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veere aktive, men ved ogsa at taenke over hvad de har vaeret
aktive med og ved at teenke over hvad aktiviteterne farte til.

Nogle foreslar at sddanne refleksioner bgr foretages i tilknyt-
ning til at eleven farer en leere-logbog. En slags dagbog hvor
den enkelte elev selv beskriver hvad han har foretaget sig i det
faglige omrade, hvilke metoder han har sat sig ind i, hvilke fag-
lige oplevelser og faglige udfordringer han har mgdt og hvilken
ny kunnen han har erhvervet sig.

Logbogen kan suppleres med at eleven samler eksempler pa
de opgaver han synes har veeret af seerlig interesse: Maske
opgaver der var mest typiske for emnet, opgaver der var de
sveerest at knaekke, eller de opgaver hvor eleven selv havde
seerlig succes med lgsningen.

Og til sidst: It-leeremiljger kraever laererstogtte

Hvilken rolle skal laereren have i forbindelse med arbejdet med
EMMA-temaer? Til alle EMMA-temaer hgrer en indledende
leererorientering, og i den gives der forslag til at lsereren tager
hand i den indledende fase med opleeg til arbejdet med
EMMA-temaet. | leererorienteringen er givet nogle ideer til
hvad der kunne indga af aktiviteter.

Endvidere er det oplagt at leereren har en vigtig opgave i til-
knytning til efterbehandlingen af arbejdet med temaet. Her vil
leererens faglige baggrund og hans kendskab til temaets ind-
hold give ham gode muligheder for at fremme elevernes re-
fleksioner over det udfarte arbejde.

Det er mere usikkert i hvilken grad laereren skal deltage i ele-
vernes arbejde med EMMA-temaerne. Her ma nok spilles efter
gehar, ved nogle temaer og for nogle elevgrupper skal der
sikkert gives en god leererstatte til arbejdet, i hvert fald i de
indledende faser.
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Leereren vil have en vigtig rolle ved elevernes mgde med de
faglige oplevelser og de faglige udfordringer. Leereren vil her
med sin faglige baggrund kunne vurdere hvor de egentlige
faglige oplevelser findes, de oplevelser som giver et indblik i
de veesentlige matematiske begreber og ideer og som kan bi-
drage til at udvide elevernes matematiske univers.

Leereren vil selvfglgelig ogsa have den vigtige rolle at give re-
spons pa elevernes arbejde. Denne respons kan gives i sma
portioner undervejs i arbejdet, men maske den ogsa i nogle
tilfzelde vil kunne indga i klassens samlede efterbehandling af
arbejdet med temaet.

Hertil kommer leererens helt afggrende rolle som tilrettelaegger
af det differentierede arbejde som skal sigte mod at hver af
klassens elever far en optimal udfordring. Denne opgave kan
virke ganske overveeldende, men den lgses kun gennem en
fortsat indsamling af erfaringer fra det praktiske arbejde i
klassen.

Er lzererne fuldt forberedte til en sadan form for undervisning?
Neeppe, men de vil kunne afprgve den og skaffe sig erfaringer
gennem arbejdet. | dagens undervisning der er preeget af sta-
dige forandringer, er der ingen leerer der er forberedt til alt
hvad der kan opsta af nye ideer. Men man kan veere villig til at
gaind i nye overvejelser og vaere med til at skaffe ny paedago-
gisk indsigt.

It gar det ikke lettere at veere leerer, men ger det maske mere
speendende - og i hvert fald mere udfordrende.
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