Noter til trigonometri

1. Trekantsvinkler
Vinkler i trekanter kan som bekendt have et gradtal mellem 0 og 180.
Figuren viser en halvcirkel med radius 1. Cirklen er indlagt i et koordinatsystem, og

cirklens centrum er placeret i punktet (0,0).
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Pa figuren er indtegnet en vinkel af stgrrelsen v. Vinklen har sit toppunkt i cirklens cen-
trum og sit hgjre ben liggende pa x-aksen. Det venstre ben skeerer cirklen i punktet R.
Det kaldes vinklens retningspunkt.

R har et koordinatsaet i det givne koordinatsystem: x- koordinaten kaldes cosinus til v,
og y-koordinaten kaldes sinus til v.

For nogle vinkler er det let at finde cosinus og sinus. Er vinkel v fx lig med 90°, sa har vi
folgende beliggenhed af retningspunktet:

Det ses at x-koordinaten til R er 0 og y-koordinaten er 1:
cos 90° =0 sin 90° =1

For andre vinkelstgrrelser kan vi finde cosinus og sinus ved hjeelp af en lommeregner
eller ved opslag i en tabel.

Vi kan dog uden regnetekniske hjaelpemidler se at sinus til en trekantsvinkel altid vil
have en positiv vaerdi. For cosinus ser vi at en vinkel under 90° har en cosinus som er
positiv, og at en vinkel pa over 90° har en cosinus som er negativ.

Vi antager nu at du har adgang til en lommeregner der har taster til beregning af cosi-
nus og sinus (enhver lommeregner til gymnasiebrug vil kunne anvendes).



Indtast 60 og tryk pa cos-tasten. Du kan da afleese at cosinus til 60° er 0.5. Tilsvarende
kan du ved anvendelse af sin-tasten beregne at sinus til 60° er 0.8660 (resultatet
afkortet til 4 decimaler).

Foretag ogsa beregningen for en vinkel pa 120°. Her far du:

cos 120° =-0.5 sin 120° = 0.8660

Hvis du indtegner de to vinkler pa 60° og 120° pa figuren, vil du let kunne indse at de to
retningspunkter ma have samme y-koordinat. De to x-koordinater er numerisk set lige
store, men den ene er positiv og den anden er negativ. Det fremgar ogsa af beliggenhe-
den pa figuren.

120°
60°

Der geelder generelt: To vinkler som tilsammen er 180° har samme sinus, og deres
cosinus har samme talvaerdi, men med modsatte fortegn.

Fra cosinus til vinkelstarrelse
Vi gar nu den anden vej: Vi kender en vinkels cosinus og gnsker at finde vinklens star-
relse.

Ogsa her kan lommeregneren benyttes. Indtast 0.5 og tryk pa tasten inv cos (tasten kan
ogsa veere afmaerket pa anden vis, fx cos™). Du far nu pa skeermen resultatet 60. Du
har dermed at en trekantsvinkel med en cosinus pa 0.5 har en vinkelstarrelse pa 60°.
Men hvad nu med en sinus pa 0.5. Der findes jo to trekantsvinkler der har en sadan
sinus. Ved indtastning af 0.5 og tryk pa tasten inv sin far vi resultatet 30. Vi har altsa at
en vinkel pa 30° har en sinus pa 0.5.

Men sa ved vi ogsa at en vinkel pa 150° ma have en sinus pa 0.5. Dette forteeller lom-
meregneren os ikke direkte, men vi kan kontrollere det ved at lade lommeregneren
beregne sin 150°.

Generelt kan vi sige at til beregningen sin v = a findes der to trekantsvinkler der kan
bruges. De to vinkler er tilsammen 180° (de er supplementvinkler). Ved beregningen
cos v = a findes kun én trekantsvinkel der kan bruges. Hvis a er positiv, er vinklens
starrelse under 90°, hvis a er negativ, er vinklens starrelse over 90°.



2. Beregninger i retvinklede trekanter
Vi tegner en retvinklet trekant med hypotenusen af en laengde pa 1. Da vi kender koor-

dinaterne til retningspunktet R, de er jo cos v og sin v, har vi at leengden af de to
kateter i trekanten er som anfgrt pa figuren.
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Vi tegner nu en vilkarlig retvinklet trekant ABC med sideleengderne a, b og c.
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De to trekanter er ligedannede, | den ene har hypotenusen en lzengde pa c, i den
anden har den en leengde pa 1. Det vil sige at hvis vi multiplicerer sideleengderne i den
Llille" trekant med c, sa har vi leengderne af de tilsvarende sider i trekant ABC.

Heraf ser vi at
a=c*sinv og b=c*cosv

Det kan omformes til fglgende:

sinv=al/c ogcosv=bl/c

Dette kan udtrykkes saledes:

»oinus til en af de spidse vinkler i en retvinklet trekant er lig med

lzengden af vinklens modstaende katete divideret med leengden af
hypotenusen."



,Cosinus til en af de spidse vinkler i en retvinklet trekant er lig med
lzengden af vinklens hosliggende katete divideret med laengden af
hypotenusen."

Forholdet mellem lzengderne af de to kateter a:b ses at veere:
a/b = c*sin v/ c*cos v = sin v / cos v Dette forhold kaldes tangens til v.

Vi har altsa at tangens er fastlagt ved

tan v =sin v/ cos v

Tangens er kun defineret hvor cos v er forskellig fra 0, dvs. vinklen v ma ikke have
starrelsen 90°.

Tangensveerdier kan beregnes ved hjeelp af lommeregneren. Undersag hvad der sker
nar du prgver at beregne tan 90°.

Ovelse 1
Udfyld dette skema hvor v er en trekantsvinkel:

\Y; 60° 120° 88°
tanv 1 -1

Nar du indtaster en negativ veerdi for tangens, vil lommeregneren give dig en negativ
vinkel. Du ma da selv omregne den givne vinke! ti! en trekantsvinkel.

De to saetninger vedrgrende beregning af sinus og cosinus i en retvinklet trekant giver
os mulighed for at foretage beregninger af de ukendte stykker i en retvinklet trekant
ABC, hvor C = 90°.

Eksempel 1: To af de tre sider er kendte.
Den tredie side kan beregnes ved hjeelp af den pythagoraeiske saetning:
c? = a® + b?. Derefter kan vinkel A beregnes ved hjeelp af sin A = alc.

Eksempel 2: En side er kendt og alle tre vinkler.
Lad os antage at siden a er kendt. Vi har da at siden c kan beregnes ud fra
c = a/sin A Herefter kan b let beregnes.
Hvis det er siden c der er kendt, beregnes farst a ud fra
a=c’sin A

og derefter kan b beregnes som for.



Ovelse 2
| en retvinklet trekant ABC er a s= 3 og b = 4, Beregn c og de to manglende vinkler.

Ovelse 3
| en retvinklet trekant ABC er A = 50° og ¢ = 10. Beregn laengden af a og b.



3. Beregninger i vilkarlige trekanter
Figuren viser en trekant ABC. Fra C er tegnet hgjden CD.

Af resultaterne fra retvinklede trekanter far vi af de to trekanter ACD og BDC:
b*sin A = CD og a*sin B=CD

Heraf har vi:

a/sin A = b/sin B

Hvis vi benytter en af de andre hgjder i trekanten far vi yderligere:
a/sin A = b/sin B = c/sin C
Dette kaldes sinusrelationerne. De er et af den elementaere trigonometris vigtige hjeel-

pemidler ved beregninger i trekanter.

Sinusrelationerne er her udledt for en spidsvinklet trekant. Hvis trekanten er
stumpvinklet, falder to af trekantens hgjder uden for trekanten. Det kan imidlertid vises
at ogsa i sadanne trekanter geelder sinusrelationerne.

Et andet hjeelpemiddel i trekantsberegninger er de sakaldte cosinusrelationer.

Figuren viser en trekant ABC hvor C er en vinkel hvis stgrrelse er under 90°.




Af figuren har vi:

h=a*sinC og x=a*cosC

Heraf fglger:y =b-x=b-a*cos C
Den pythagoraeiske saetning anvendes nu pa trekant ABD:
2 = y2 + h?

c? (b — a*cos C)? + (a*sin C)?

Ved omformninger fas:
¢ = a?+b®-2a*b*cos C

| en trekant hvor vinkel C er starre end 90° kan det vises at det samme resultat er geel-
dende. Huvis vinkel C er 90°, ses resultatet ogsa at gaelde. Det reduceres da blot til
udsagnet i den pythagoraeiske ssetning: ¢ = a? + b*.

Vi kan nu foretage en tilsvarende udledning for de andre vinkler i trekanten. Vi far da:
a’=b? + ¢? - 2b*c*cos A
b? = a? + ¢? - 2a*c*cos B

c? = a’ + b? - 2a*b*cos C

Dette kaldes cosinusrelationerne.

Ved hjelp af sinusrelationerne og cosinusrelationerne kan beregningerne af de
ukendte stykker i en vilkarlig trekant nu gennemfares. Vi ser pa de fire situationer der
er behandlet i afsnit 1 i Geometri med beregninger.

Eksempel 1: a, b og c er kendt
Her beregnes de ukendte vinkler ved hjzelp af cosinusrelationerne, fx findes

vinkel A ud fra:
cos A = (b*+c?-a?)/2bc
Nar A og B er fundet ved cosinusrelationerne, kan vinkel C findes af C =

180°-(A+B).

Eksempel 2: A, b og c er kendt
Laengden af siden a kan findes ved hjaelp af cosinusrelationen. Derefter kan
vinkel B og C findes som under eksempel 1.



Eksempel 3: A, B og c er kendt
Vinkel C findes af C = 180° - (A + B). Derefter findes a og b ved hjeelp af
sinusrelationerne.

Eksempel 4: A, a og b er kendt
Vinkel B findes af sinusrelationerne. Derefter findes C af C = 180° - (A + B).
Endelig findes c af sinusrelationerne.

NB Ved beregningen af B kan der veere to lgsninger, v og 180°- v, som begge kan
give en trekant der er i overensstemmelse med de givne veerdier for A, a og b.

Ovelse 4
| trekant ABC era=5,b=60gc=7.Beregn A, B ogC.

Ovelse 5
| trekant ABC er A=50°, b =6 0g c=8. Beregn B, C og a.

Ovelse 6
i trekant ABC er A = 50°, B =60° og c = 8. Beregn C, aogb.

Ovelse 7
| trekant ABC er A=40°,a=100g b = 8. Beregn B, C og c.

Ovelse 8
\ trekant ABC er A=40°.a=80gb =10. Beregn B, C og c.

Andre beregninger vedrgrende trekanter
Ud over beregningerne af trekantens sider og vinkler kan der vaere behov for beregnin-
ger af andre stgrrelser.

Her skaf blot gives de faerdige formler til beregningerne. For nogle af beregningerne
anfagres alternative formler. Udledningen af formlerne vil kunne findes i laerebager i tri-
gonometri.

Vi benytter her forkortelserne:
T = trekantens areal

s = (atb+c)/2

Arealet T af trekant ABC

T = Ysabsin C (og tilsvarende)

T= s(s-a)(s-b)(s-c)



Radius R i den omskrevne cirkel
2R=a/sinA=b/sinB=c/sinC
R =abc/(4T)
Radius i den indskrevne
r’ = (s-a)(s-b)(s-c)/s
Hgjder
Hgjden h pa a:

h=2T/a

Medianer

Medianen m til a:

2m? = b? + ¢ — a2

Vinkelhalverlngslinier

Halveringslinien v fra A:

v?= 4bcs(s-a)/(b+c)?

Ovelse 9
Opstil formler til beregning af hgjden pa b, medianen til b og vinkelhalveringslinien fra
B.
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