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Forord

Denne INFA-publikation giver en indfgring i arbejdet med
begreber fra sandsynlighedernes verden. Den henvender sig
til elever pa klassetrinnene 6 -10, og den leegger op til at
arbejdet med de faglige emner foregar under udstrakt
inddragelse af computeren.Fremstillingen knytter sig til
anvendelsen af to af INFAs programmer inden for omradet
Chanceleere: LOD og KUGLE123. Disse programmer vil veere
velkendte for de skoler der er medlem af INFA-Klubben.

Bogen er bygget op over Sanne og Malenes arbejde med
chancer. Undervejs diskuteres de faglige metoder som de to
piger bliver fortrolige med, og der ggres overvejelser over de
faglige udfordringer og oplevelser som er at hente i
chanceleerens verden.

En fagdidaktisk baggrund for arbejdet med sandsynlighed i
skolen er givet i INFA-publikationen (INFA 2002):

CHANCE Et it-leeremiljg

| denne publikation seettes arbejdet med de to programmer ind
i en naermere faglig og peedagogisk sammenhaeng.

INFA, 2005

Allan C. Malmberg
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Brug LOD!

1. Fodselsdage

De 24 elever i Malenes klasse arbejder sammen i seks fire-
mandsgrupper. | Malenes gruppe opdager man at to af
deltagerne har fadselsdag i samme maned. Det viser sig at
der ogsa i en af de andre grupper findes to deltagere der har
fedselsdag i samme maned. Er det mon et meerkeligt traef,
eller er det noget der bgr ske efter tilfeeldighedens lov”?

Malene og hendes kammerater vil undersgge situationen ved
hjeelp af lodtraekning. De vil ved lodtreekning fordele 4
fadselsdage tilfeeldigt pa arets 12 maneder, og sa vil de
undersgge hvor tit det sker at der er to fgdselsdage der falder i
samme maned.

De bruger LOD

| arbejdet bruger de edb-programmet LOD som kan udtraekke
tilfeeldige tal. Du kan forestille dig at LOD foretager en
lodtraekning mellem de forelagte tal. Hvis vi udfarer den
samme lodtraekning flere gange, vil vi fa forskellige resultater.



Brug LOD!

Men hvis vi udfgrer et stort antal af lodtraekninger, kan vi
maske alligevel f& nogle vigtige oplysninger.

Vi ser nu pa hvordan Malene og hendes gruppe kan gare brug
af LOD.

Ny Model x|
Talomrade [Granser: 0..99999)

Antal tal, der udtrzkkes (<-100): [* |

Yalg:

¥ :Tallene ma udtages flere gange:

[ Tallene skal sorteres

De gar ind i LOD og veelger Ny model. De forteeller derefter at
der arbejdes med tal i omradet fra 1 til 12, det svarer jo til de
12 maneder i aret. Endvidere forteeller de LOD at der skal
udtraekkes 4 tal. De forteeller ogsa at samme tal kan udtages
flere gange. Man siger at udtreekningen foregar “med tilbage-
laegning”. Forestil dig at vi udtraekker sedler fra en aeske. Nar
en seddel med et tal er udtrukket, laegges den tilbage i aesken
saledes at den har mulighed for at blive udtrukket igen.

Der udtages tal i talomridet 1..12.

Et eksperiment bestar i at udtage 4 tal.

Det er tilladt at undtage samme tal flere gange.
De udtagne tal sorteres ikke.

Programmet svarer nu med at gengive den model de har valgt.

De kan her kontrollere at det er den model de havde teenkt at
arbejde med.



Brug LOD!
De veelger nu menupunktet Kgrsel. Programmet spgrger hvor
mange eksperimenter de vil have udfart, og de veelger i farste
omgang blot at fa kart 5 eksperimenter.

Her er resultaterne fra karslen af de 5 eksperimenter:

1. eksperiment: 3 7 6 8
2. eksperiment: 4 3 10 10
3. eksperiment: 8 6 1 6
4. eksperiment: 5 9 5 5
5. eksperiment: 6 5 11 10

| det farste eksperiment er der udtaget fire forskellige tal, dvs.
der er udtaget fire forskellige maneder. | den farste elevgruppe
er der altsa ikke to der har fgdselsdag i samme maned.

| eksperiment 2, 3 og 4 forekommer der to ens tal. | hver af de
tre grupper er der to elever med fadselsdag i samme maned.

| eksperiment 5 er der igen fire forskellige tal.

| 3 ud af de 5 elevgrupper er der altsa to elever der har fad-
selsdag i samme maned. 3 ud af 5 svarer til 60%. | 60% af
tilfeeldene ser de at der i gruppen er to elever med fgdselsdag
i samme maned.

Men heraf kan Malene og hendes kammerater selvfglgelig
ikke give noget seerligt solidt bud pa hvad den ukendte chance
er for at der vil veere to elever med fadselsdag i samme
maned. Der ma et stagrre materiale til.

LOD hjzelper ved optallingen

| programmet er indbygget en hjeelp til opteellingen af de
interessante tilfaelde. Det vil vi vise ved et eksempel hvor der
kares 10 eksperimenter.



Brug LOD!

@verst i menuen findes to felter hvor der kan afmeaerkes at der
sgges efter Nabotal eller at der sgges efter Dubletter.

Malenes gruppe er interesseret i at finde dubletter, dvs. at
samme tal forekommer flere gange. Farst gar de ind i Ny
model og beder om at tallene sorteres efter stagrrelse. Det er
en betingelse for at programmet kan hjeelpe dem med
opteellingen. De Klikker derefter i feltet for dubletter.

Her fglger sa resultatet af kerslen af 10 eksperimenter:

Filer Rediger Proaveksrsel Keorsel Usikkerhedsinterval Hjelp

@]
. ; 1 a g 12
2 1 2 5 8
3 2 5 6 9
4 4 9 10 =5 10
5 6 9 DoZ g 11
4] 1 3 g iz g
1 2 8 9 11
o 2 3 11 12
o 1 2 7 EEm
10: i 6 8 9

P& skeermen kan vi tydeligt se hvor samme tal forekommer
flere gange. Det sker i eksperiment nr. 4, nr. 5, nr. 6 og nr. 9.



Brug LOD!

Fire af de 10 eksperimenter giver altsa dubletter. Det vil sige at
de har faet dubletter i 40% af eksperimenterne. Far fik de det i
60%. Der ma nok et starre materiale til, far de kan udtale sig
lidt mere sikkert om den ukendte chance.

Programmets knapper

Inden du selv gar i gang med at bruge LOD, skal vi kort
kommentere de knapper du finder gverst pa skeermen. Der er
i alt 7 knapper.

&
De to farste knapper har med udprintningen at gare. Farste
knap aktiverer printeren og du far udskrevet dine resultater.
Anden knap giver dig mulighed for at du kan indtaste dit navn,
sa du kan finde din udskrift hvis den kommer ud pa en feelles
printer i din klasse.

A& ®]| 2@

De fire naeste knapper kan benyttes nar du skal kare en
model. Den farste giver dig mulighed for at saette en karsel i

gang.

Den naeste knap kan bruges nar du vil fortsaette en karsel,
hvis du fx har kart 100 eksperimenter, men gerne vil udvide
med yderligere 400 eksperimenter.

Den tredje knap giver dig mulighed for at gentage en karsel.
Hvis du lige har kart 100 eksperimenter, sa kan du ved et tryk
pa denne knap kgre 100 nye eksperimenter. Du far altsa nye
resultater, det er kun antallet af eksperimenter der gentages.



Brug LOD!

Den sidste af de fire knapper lader dig se den model du har
indtastet. Hvis du kommer i tvivl undervejs, kan du blot klikke
pa denne knap der viser en aben bog.

=

Den sidste knap kan du bruge nar du skal give inddata til en
ny model. Altsa nar du skal forteelle hvilke tal der kan udtraek-
kes, og om der er tale om at samme tal kan udtraekkes flere
gange.

Prov selv

1.

2.

Gaind i LOD. Fastlaeg modellen som far, men husk at
bede om at tallene sorteres.

Klik pa feltet for Dubletter. Kgr 20 eksperimenter med LOD
og teel op hvor mange af de 20 elevgrupper der indeholder
to elever med fgdselsdag i samme maned. Hvad er nu

dit bud pa den ukendte chance?

Kar yderligere 30 eksperimenter og lav en samlet opteelling
for alle 50 eksperimenter.

Giv igen et bud pa chancen for at der i en firemandsgruppe
er to med fagdselsdag i samme maned.

Var det en overraskelse at der i Malenes klasse var to
grupper hvor der var elever med fagdselsdag i samme
maned?

3. Femmandsgrupper. Undersgg ved hjeelp af LOD hvad

chancen er for at der i en femmandsgruppe er elever med
fedselsdag i samme maned. Kar fem eksperimenter. Gaet
pa hvad chancen er. Kgr derefter 50 eksperimenter.

10



Brug LOD!

4. Ugedage. Undersgg ved hjeelp af LOD hvad chancen er for
at der blandt tre tilfeeldige elever er to der er fadt pA samme
ugedag. Geet pa chancen far du bruger LOD.

5. Stjernetegn. Undersgg ved hjeelp af LOD hvad chancen er
for at der blandt seks tilfeeldigt udvalgte personer er to der
har fadselsdag i samme stjernetegn (der er 12 stjernetegn).

6. Indbrud. Pa skolerne i en kommune forekommer der 8
indbrud i Igbet af skolearets 40 uger. To af indbruddene
indtraeffer i samme uge. Tyder det pa at der er en sammen-
haeng mellem de to indbrud, eller kan det veere rent tilfael-
digt at der er to indbrud i samme uge. Undersgg sagen
ved hjeelp af LOD.

7. Parkeringsbgder. Et transportfirma far 6 parkeringsbgder i
lgbet af 20 arbejdsdage. To af bgderne falder pa samme
dag. Erder grund til at tro at bgderne ikke er tilfeeldig
fordelt?

8. Uheld under idraet. | lgbet af 100 skoledage forekommer
der 12 uheld som kreever laeegebehandling. To af uheldene
forekommer samme dag. Er der grund til at tro at uheldene
ikke er tilfeeldig fordelt?

Lav jeres egen opgave
Sl& dig sammen med en eller to kammerater og lav en
chance-opgave som kan lgses ved hjeelp af LOD.

Giv jeres egen lgsning til opgaven, og lad derefter nogle
kammerater prgve at lgse opgaven.

11



Brug LOD!

2. Mere om fadselsdage

Der er mere fagdselsdags-mystik i Malenes klasse. Det viser
sig nemlig at der blandt de 24 elever i klassen er to der har
fgdselsdag den samme dag.

Klassen synes det er et meaerkeligt tilfeelde. Der er dog 365
dage i aret, og der er kun 24 elever i klassen. Men da leereren
kan forteelle dem at der ogsa i parallelklassen findes to elever
der har fgdselsdag pa samme dag, stiger mystikken.

De veelger nu at undersgge sagen neermere ved hjeelp af
LOD.

De lader LOD udtage 24 tal fra omradet 1 til 365. Hvert af de
365 tal svarer til en dag i aret, fra 1. januar til 31. december.
De ser veek fra skudar. Tallet 1 svarer derfor til 1. januar, tallet
2 til 2. januar, osv. Tallet 365 svarer til 31. december.

12



Brug LOD!
De gér ind i LOD og veelger Ny model. Her indtaster de
omradet fra 1 til 365, og de melder at der skal udtages 24 tal.
Udtagelsen skal veere med tilbagelaegning.

De veelger ogsa at lade programmet sortere tallene:

My Model |

Talomrade [Grenser: 0..99999)
e [ | Tk

Antal tal, der udtr=kkes [<=100) :

VYalag:

[+ Tallene ma udtages flere gange

[+ T allene skal sorteres:

Her er resultatet af en Prgvekarsel. Falgende 24 tal blev
udtaget:

10 21 27 39 80 105 123 143 144 158
185 191 193 194 239 --239 288 292 302 303
322 348 351 363

Vi kan se at programmet har sorteret tallene, de er opstillet i
reekkefaglge efter deres stgrrelse.

Vi kan ogsa se at der er et tal der forekommer to gange,
nemlig tallet 239. | klassen findes altsa to elever der har
fadselsdag pd samme dag. Prgv at udregne hvilken dag i aret
der har nr. 239.

Nu kan et enkelt eksperiment jo ikke forteelle Malene og

hendes klassekammerater meget om den ukendte chance.
De ma udfgre nogle flere eksperimenter.

13



Brug LOD!
Det kan du hjeelpe dem med:
Prov selv

1. Lad LOD kare 10 eksperimenter. Husk at klikke pa
Dubletter inden du seetter kgrslen i gang. Undersgg hvor
mange af de 10 klasser der har elever med fgdselsdag pa
samme dag. Giv et bud pa den ukendte chance for at der i
en klasse med 24 elever findes elever der har fadselsdag
pa samme dag.

2. Prgv med nogle flere eksperimenter. Du kan maske sla dig
sammen med en kammerat sa | tisammen udfagrer 100
eksperimenter. Giv jeres bud pa den ukendte chance.

Overvej om Malene og hendes kammerater burde veere
overrasket over at der i deres klasse var to elever med
fadselsdag pd samme dag.

3. Andre klasser. Hvad er mon chancen for to elever med
fgdselsdag den samme dag i klasser med 12 elever?
Og i klasser med 28 elever?

Geet pa chancen inden du kgrer LOD.

4. Et rejseselskab. En rejseleder rejser med et selskab pa 40
personer. Han tilbyder sin assistent et vaeddemal: Hvis der i
selskabet findes to personer med fadselsdag samme dag,
skal du give mig 500 kr. Til gengeeld far du 1000 kr. af mig
hvis der ikke findes to personer med fgdselsdag samme
dag. Skal assistenten modtage veeddemalet?

Afger det ved brug af LOD.

14



Brug LOD!

Er det sund fornuft?

Malene diskuterer sine resultater fra brugen af LOD med sin
storesgster Sanne. Malene synes det er mystisk at der er sa
stor en chance for dobbeltfadselsdage som LOD viser. Og det
passer slet ikke med den "sunde fornuft".

Sanne og Malene bliver enige om at de vil prave med
forskellige klassestarrelser fra 10 og op til 20 og pa denne
made fa et billede af hvad chancen er for dobbeltfadselsdag..
Her er nogle af deres resultater:

10 elever: 12% 15 elever: 25% 20 elever: 41%

De er igen overraskede over at chancerne er sa store, men de
er ogsa enige om at de jo ikke har megen erfaring med at
vurdere chancer i den slags situationer.

Sanne peger pa at man slet ikke kan taeenke som man plejer i
matematik: Dobbelt s& mange elever giver ikke dobbelt s& stor
chance. Som det kan ses af deres resultater, er chancen for
dobbeltfgdseldag i en klasse med 20 elever mere end tre
gange sa stor som i en klasse med 10 elever. Og allerede ved
15 elever er chancen for dobbeltfgdselsdag dobbelt sa stor
som ved 10 elever.

Sanne forteeller at man godt kan beregne chancen for
dobbeltfgdselsdage, med en god lommeregner kan det klares
med et par indtastninger. Nar det drejer sig om en klasse pa
24 elever, forteeller Sanne, vil chancen kunne beregnes til

at veere lidt under 54%.

Teenk for du gér i gang!

| opgaver med chancesituationer er det vigtigt at du teenker
over de resultater du opnar: Er det en overraskende stor eller

15



Brug LOD!

lille chance du er naet til? Eller er resultatet nogenlunde som
du havde forventet det?

Det vil vaere en god idé om du veenner dig til at give et geet pa
de ukendte chancer inden du gar i gang med eksperimenter.
Nar du har indsamlet dine data og givet dit svar pa det
forelagte problem, bgr du sammenligne med dit start-gaet.
Maske du kan lave en lille geettekonkurrence med nogle af
dine kammerater. Pa den made kan | afprgve hvor god jeres
chancefornemmelse er.

Bliv dog ikke skuffet hvis du geetter langt fra de resultater du
far gennem LOD. Selv erfarne fagfolk kan tage grueligt fejl.

Er LOD-modellen god nok?

Sanne og Malene diskuterer om LOD-eksperimenterne giver
et passende billede af virkeligheden. Kan tallene fra LOD pa
rimelig made erstatte en undersggelse af fadselsdage i
virkelige skoleklasser? Hvilke indvendinger kunne man have?
Hvad mener du?

16



Brug LOD!

3. Bilnumre og chancer

Sanne og Malene er pa en biltur. De kigger pa bilnumre og
leegger meerke til om der er to ens tal i numrene, som fx i
bilnummeret 42714 hvor der er to 4-taller.
Sanne tilbyder Malene et spil om de naeste 10 biler de mgder:
For hvert bilnummer der har to ens tal, skal du give
mig 5 kr. Og jeg giver dig 5 kr. for hvert bilnummer der
ikke har to ens tal.

Skal Malene modtage tilbuddet?

17



Brug LOD!

Efter lidt overvejelse siger hun ja. - Ti biler senere har hun
vundet pa de tre biler og tabt pa de syv. Sa det var altsa ikke
nogen god ide.

Da de kommer hjem gar Malene i gang med at undersgge
sagen ved hjeelp af LOD. Hun lader LOD udveelge tilfaeldige
bilnumre, og sé vil hun vurdere chancen pa grundlag af LODs
data.

Ny Model ]|
Talomrade [Graznser: 0..99999)

Fra: Til:

Antal tal, der udtrkkes (<=100): [5_ |

Yalg:

[+ Tallene ma udtages flere gange

[™ T allene skal sorteres:

Bilnumre i Danmark ligger i omradet fra 20 000 til 99 999.
Malene lader derfor LOD udtage tal fra dette omrade. Hun
indleder med udtagelse af fem bilnumre.
LOD giver hende fglgende bilnumre:

21067 53409 24851 44978 96266

Af disse bilnumre indeholder de tre farste ikke to ens tal, men
de to sidste bilnumre har begge to ens tal.

Her ville Malene altsd have vundet tre gange og tabt to gange.

Hun ville dermed have et overskud pa 5 kr. for de fem bilnum-
re.

18



Brug LOD!

Men Malene ved at hun ikke kan afgare noget pa sa lille et
talmateriale. Der ma flere undersggelser til.

Du kan hjeelpe hende.

Prov selv

1. Lad LOD udtage 50 bilnumre, og teel op hvor mange af dem
der indeholder to ens tal.

Giv et bud pa chancen for at et tilfeeldigt bilnummer inde-
holder to ens tal.

Hvilket rad vil du give Malene: Skal hun modtage Sannes
tilbud?

2. Nabotal. Malene tilbyder Sanne at deltage i et spil om
bilnumre: Sanne skal give hende 5 kr. hvis bilnummeret
indeholder to nabotal, altsa 0 og 1, 1 og 2, ..., 8 0g 9. Fx
indeholder bilnummeret 42075 nabotallene 4 og 5.

Men Malene skal give Sanne 5 kr. hvis bilnummeret ikke
indeholder to nabotal.

Undersgg ved hjeelp af LOD om Sanne skal modtage
Malenes tilbud.

3. 5 eller ikke 5. Sanne og Malene tilbyder dig at deltage i et
spil om bilnumre: Du skal give dem 5 kr. hvis bilnummeret
indeholder tallet 5, og de giver dig 5 kr. hvis bilnummeret
ikke indeholder tallet 5.

Undersgg ved hjeelp af LOD om du vil modtage tilbuddet.

19
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4. To par. Sanne og Malene giver dig tilbud om at deltage i et
spil om bilnumre: De giver dig 50 kr. hvis bilnummeret
indeholder to tal som begge forekommer to gange (fx
42452 og 25225). Til gengeeld skal du betale 10 kr. hvis
bilnummeret ikke indeholder to tal der begge forekommer
to gange.

Undersgg ved hjeelp af LOD om du vil modtage tilbuddet om
at deltage i "To par”.

5. Tre ens tal. Undersgg ved hjeelp af LOD hvad chancen er
for at et bilnummer indeholder tre (eller flere) ens cifre, som
fx bilnumrene 23227, 55159 og 43444.

Sanne giver Malene et tilbud om at deltage i et spil om
bilnumre med Tre ens tal. Sanne giver Malene 100 kr.

hvis bilnummeret indeholder tre ens. Hvad skal Malene
betale for at betale for at f& lov til at spille? Find den rigtige
pris sa hverken Sanne eller Malene taber i det lange lgb.

6. Tre nabotal. Undersgg hvad chancen er for et bilnummer
med tre pa hinanden fglgende tal, fx 2, 3 og 4. Giv derefter
Sanne og Malene et tilbud om at deltage i et spil om
bilnumre med Tre nabotal. De far 100 kr. hvis bilnummeret
indeholder tre nabotal. Hvad skal de betale for at fa lov til at
spille, hvad er den rigtige pris?

7. En tur til Sverige. Sanne og Malene er pa biltur i ferien.
De ser pa bilnumre pa de biler de mader. | Sverige er der
tre bogstaver pa nummerpladerne og et trecifret tal: 001,
002,..., 999. Malene foreslar at de gentager deres veedde-
mal fra Danmark: At Malene betaler 5 kr. til Sanne for
hvert bilnummer der har to ens tal, og at Sanne betaler 5
kr. til Malene for hvert bilnummer der ikke har to ens tal.

20



Brug LOD!

Sanne vil gerne overveje det lidt inden hun siger ja til
forslaget. Hun mener at de kan beregne hvor mange
trecifrede tal der har tre forskellige tal.

Kan de? Kan du?

Og hvad er Sannes chance sa for gevinst? Undersgg om
det stemmer med resultaterne fra LOD.

21



Brug LOD!
Sanne og Malenes arbejdsplan

Sanne og Malene kan nu begynde at se en metode i deres
arbejde med chancer. De kan se at deres arbejde er opdelt i
fem faser:

1. Problemet gennemtankes

De seetter sig godt ind i situationen og praver med et gaet pa
den ukendte chance. Derefter opstiller de en LOD-model til
lgsning af problemet.

2. Data indsamles
De karer LOD-modellen, maske endda flere gange.

3. Data behandles
De studerer data fra LOD, og de fremlaegge dem i overskuelig
og letforstaelig form.

4. Data fortolkes
De giver et svar pa det forelagte problem. Svaret er kun fore-
Igbigt, det kan blive justeret senere.

5. Svaret vurderes

De drafter det opndede resultat, og de overvejer om der skal
flere undersggelser til.

Prgv at anvende Sanne og Malenes arbejdsplan pa chance-
situationerne i de naeste afsnit.

22



Brug LOD!

4. Et spil med terninger

Sanne tilbyder Malene at deltage i et spil med terninger. Male-
ne skal betale 5 kr. for hvert spil hun vil vaere med i. Hun skal i
spillet kaste med 10 terninger pa én gang. Hvis hun far alle
gjental 1,2,3,4,5,6 med de 10 terninger, far hun en gevinst pa
10 kr. fra Sanne.

Mon Malene skal modtage tilbuddet?

Hun undersgger sagen ved hjeelp af LOD, det kan nemlig ogsa
bruges til terningkast.
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My Model =]

Talomrade [Grenszer: 0..99999)

Fa I ] e [ ]
Antal tal, der udtiekkes (<=100) -

Valq:

|+ Tallene ma udtages flere gange

[+ Tallene zkal sorteres

Hun veelger tal fra omradet 1 til 6, og melder at der skal
udtages 10 tal. Udtagelsen er selvfglgelig med tilbagelaegning.
Hun veelger at sortere tallene.

Hun foretager nu en karsel med 20 eksperimenter. Da tallene
er sorteret, kan hun let afggre om alle gjental forekommer. Og
hun har nu et fgrste indtryk af om hun skal modtage Sannes
tilbud.

Hvad mener du? Skal Malene modtage Sannes tilbud?

Prov selv

1. Lad LOD udfgre 20 eksperimenter og giv et bud pa chancen
for at alle gjental forekommer i et kast med 10 terninger.

2. Foretag nogle flere eksperimenter. Synes du Malene skal
tage imod Sannes tilbud? Hvad er den rigtige pris for at
deltage i spillet nar gevinsten er 10 kr.?

3. Geet pa hvad chancen er for at fa alle gjental i kast med
12 terninger. Undersgg derefter sagen ved brug af LOD.

4. Ved en klassefest laver | en konkurrence hvor der skal
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kastes med 8 terninger. Der er en 1. preemie hvis alle seks
gjental forekommer i kastet, og der er en 2. praemie til den
der far fem af de seks gjental, fx 1,3,4,5,6. Det koster 10
kr. at deltage i spillet.

Giv ved hjeelp af LOD et forslag til hvor store belgb der kan
udbetales til 1. og 2. preemierne.

5. 1 opgaverne har du nu prgvet med 8, med 10 og med 12
terninger. Geet pa hvad chancen for alle seks gjental er nar
du kaster med 15 og med 20 terninger. Afprav derefter dine
geet ved brug af LOD.

Angiv den rigtige pris for at deltage i et spil med 15
terninger hvor gevinsten ved alle seks gjental er 100 kr.

6. Overvej sammen med en kammerat hvad chancen for alle
seks gjental er nar | kaster med kun 6 terninger.
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5. Nabotal i Lotto

Sanne og Malene spiller hver uge i lotto. De deltager med 10
reekker, og hver lgrdag falger de udtraekningen af lottotallene i
tv. De bliver nu for det meste skuffet, ofte kan der nemlig ga
en maned eller to uden at de vinder pa en af deres 10 raekker.
Og nar de endelig vinder, sa er for det meste kun 40 kr. eller
deromkring.

For at fa lidt mere spaending ind i udtraeekningen af lottotallene
har Sanne og Malene lavet deres lille private spil. | lotto
udtreekkes der 7 tal blandt tallene fra 1 til 36. Og somme tider
sker det at der blandt de 7 udtrukne tal findes nabotal, altsa at
fx bade 17 og 18 udtreekkes. Men det er ikke hver uge at der
forekommer nabotal blandt de 7 lottotal. (Vi regner kun med de
syv lottotal, ikke de to tilleegstal).

Sanne og Malene har nu aftalt fglgende spil:

Hvis der er nabotal, skal Sanne have 100 kr. fra Malene.
Hvis der ikke er nabotal, skal Malene have 100 kr. fra Sanne.

Hvordan ligger det mon med de to pigers chancer i dette spil.
Hvad er chancen for at Sanne vinder? Med andre ord: Hvad er
chancen for nabotal i lotto? De ser pa sagen ved hjaelp af
LOD.
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Hy Model |

Talomrade (Grenser: 0..99999)

o || e
Antal tal, der udtrkkes (¢=100) :

Yalg:

[~ Tallene ma udtages flere gange

[+ T allene skal sorteres:

De opstiller i LOD en model hvor vi udtager tal fra omradet 1..
36. De udtager 7 tal og samme tal ma ikke udtages flere
gange, der er altsa tale om 7 forskellige tal. | udskriften vil de
gerne have tallene sorteret, helt pA samme made som

lottotallene stilles op efter starrelse nar de fremleegges i tv
eller i aviser.
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Filer Rediger Praveksrsel KEarsel Usikkerhedsinterval Hjzlp

@ % Nabotal
q 5 8 B 2 24 27 33 36
2 4 7 B O 15 26 28 33
3 9 11 19 26 31 33 —— 34
4: a 14 19 21 23 26 28
5 3 3 7 13 15 17 28
[T i i 3 13 - 14 17 20 26
T 4 T 9 17 31 B 32 35
8 2 8 21 23 B 24 27 30
9 4 T 11 21 23 31 35

10: 11 20 24 —— 25 27 BB 28 34

De har ladet LOD udskrive 10 lottoreekker. Og de har klikket
pa feltet med Nabotal, sa de let kan gennemfare opteellingen.

P& skeermen kan vi se: Af de 10 reekker er der 7 med nabotal
og 3 uden nabotal.

Ud fra disse lottoraekker fra LOD kunne det altsa se ud til at
Sanne har stgrre chance end Malene for at vinde i deres
ugentlige spil. Men mon det er rigtigt? Du kan undersgge
sagen naermere ved hjeelp af LOD. Men du ma gerne farst
geette pa hvad du tror at chancen for nabotal i lotto er.
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Prov selv

1.

2.

Lad LOD frembringe mindst 50 lottoraekker, og teel op hvor
mange af dem der indeholder nabotal. Hvad kan du nu sige
om Sannes og Malenes chancer i deres spil?

Hvis du stadig er i tvivl, sa lad LOD lave 50 reekker mere.

Lotteri. Sannes klasse har lavet et lotteri med 100 sedler og
10 gevinster. Undersgg ved hjeelp af LOD hvad chancen er
for at der forekommer nabotal i listen over de 10 gevinst-
numre.

. Onsdagslotto. Her udtraekkes 6 tal blandt tallene fra 1 til

48. Undersgg hvad chancen for nabotal er her.

. Fedselsdage. | en konkurrence i et ugeblad udtreekkes 25

fadselsdage blandt arets 365 dage. Hvad er chancen for at
der blandt de 25 dage er to nabodage?

. Et stort lotteri. Sanne og hendes klasse udvider nu deres

lotteri til hele skolen. Der er 1000 sedler og 30 gevinster.
Det viser sig at gevinstlisten indeholder to nabotal, og der
er straks nogen der protesterer mod lotteriet og taler om
svindel. - Undersgg sagen ved hjeelp af LOD: Hvad er
chancen for at der udtreekkes nabotal i skolens lotteri?
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Gevinster i Lotto

Vi skal senere i bogen se pa hvad chancerne for gevinst i
Lotto er. Her vil vi blot med LOD fa et indtryk af hvor ofte der
forekommer en raekke med gevinst.

Sanne og Malene veelger en lotto-reekke. De bliver enige om
at de vil undersgge reekken: 5, 8, 11, 12, 15, 17, 34.

De gér nu ind i LOD og gear klar til lotto-traekninger:

Ny Model =]
Talomrade [Grnzer: 0..99999)

e I | Tt

Antal tal, der udtizkkes (<=100] :

Yalg:

[~ Tallene ma udtages Here gange

[+ T allene zkal sorteres:

Inden de giver signal til karsel, klikker de pa feltet Talliste. Her
indtaster de nu deres lottorsekke: 5, 8, 11, 12, 15, 17, 34.

Derefter karer de ti lottotreekninger. Pa skeermen kan de se
hvor mange af deres tal der kommer ud, de er nemlig markeret
med en stjerne.

| den farste traekning er der to tal der er markeret med stjerne:
11 og 17. Det giver altsa ikke gevinst til Sanne og Malene, der
skal jo fire rigtige tal til for gevinst, altsa fire stjerner i samme
raekke. - | neeste raekke er der ogsa kun to stjerner, men i
raeekke 3 er der tre stjerner. Det er bedre, men ikke nok til
gevinst.
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Talliste: 5,8,11,12,15,17,34 (markeret nmed *)

Tabel :

1: 1 2 6 11* 13 17+ 24
2: 2 7 12* 15* 20 22 31
3: 5% 15* 19 31 34* 35 36
4: 3 5* 8* 14 29 31 34*
5: 10 11* 12* 19 22 25 27
6: 2 7 9 14 24 28 32
7 5% 7 8* 16 24 26 29
8: 1 7 15* 17+ 22 27 34*
9: 3 5* 6 9 21 22 24
10: 10 20 22 23 24 27 36

Det viser sig at der ikke er nogen raekke med fire stjerner. Men
der er to reekker uden nogen stjerner.

Prov selv

Prgv med en lottoraekke efter dit eget valg. Kar 10 traekninger
og undersgg hvor tit der kommer gevinster. Prgv nogle flere
gange: Brug Gentag-knappen og kar 10 treekninger ad gan-
gen.

Nar vi kommer til brugen af programmet KUGLEL, vil vi
foretage en ny undersggelse af chancen for gevinst i Lotto.
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6. Hvor stor bliver gevinsten?

Tre spillere A, B og C veelger at dele deres gevinstpulje pa
falgende made: De udtreekker to forskellige tal blandt tallene
1,2,3,...,98,99. De to tal angiver hvordan puljen skal deles

i tre dele.

Udtreekkes fx tallene 23 og 65 foretages falgende opdeling af
puljen:

A modtager 23% af puljen (bestemt ved afstanden fra O til det
mindste af de to udtrukne tal), B modtager 42% (afstanden
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mellem de to udtrukne tal), og C modtager 35% af puljen
(afstanden fra det starste tal op til 100).

De tre spillere er interesseret i fglgende problem:

Hvad er chancen for at en af spillerne lgber
med mindst 50% af gevinstpuljen ?

Eller sagt pa en anden made: Hvad er chancen for at en af
spillerne far mindst lige sa meget som de to andre tilsammen?

De bruger LOD

De lader LOD udtage stikprgver bestaende af to tal fra
omradet 1..99. Udtagelsen er uden tilbageleegning, de har jo
brug for to forskellige tal. De lader LOD sortere tallene.

| fem eksperimenter far vi fglgende resultater:

1. eksperiment: 40 86
2. eksperiment: 50 63
3. eksperiment: 20 60
4. eksperiment: 18 40
5. eksperiment: 1 98

| det farste eksperiment far de tre spillere 40%, 46% og 14%
af puljen. Ingen af spillerne nar altsa op pa 50%.

| det andet eksperiment modtager A 50% af puljen. | tredje
eksperiment er der ingen der far halvdelen af puljen, men i
fierde eksperiment modtager C 60% af puljen.

| det femte eksperiment er det B's tur til at modtage den store
gevinst. Han far hele 97% af puljen.
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| tre af de fem eksperimenter sker det altsa at en af spillerne
lgber med mindst halvdelen af puljen. Mon det holder i det
lange lgb?

Prov selv

1.

Lad LOD kare 25 eksperimenter og giv pa grundlag heraf et
bud p& hvad chancen er for at en af spillerne lgber med
mindst 50% af puljen.

. Brug nogle flere karsler og undersgg om de nye resultater

afviger vaesentligt fra dem du fik far.

. Er der samme chance for spillerne? De tre spillere havde

pa forhand en mistanke om at de méaske ikke ville have lige
store chancer for at veere den der Igber med halvdelen

af puljen. - Undersgg om der er noget der tyder pa at A, B
og C ikke har samme chance for at vinde mindst 50% af
puljen.

. Den storste andel. Undersgg ved nogle kgrsler hvad den

stgrste af de tre andele er i gennemsnit.
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7. Et besog i Chanceland

Sanne og Malene har lsest om eventyrlandet Aleatorien hvor
man er meget optaget af spil. Enhver forbryder far derfor en
ekstra chance inden han bliver idgmt faengselsstraf: Fra en
pose med 100 kugler, med numre fra 1 til 100, udtager han to
gange en kugle. Hvis numrene pa de to kugler ligger teet pa
hinanden, dvs. hgjst med en forskel pa 25, sa lgslades
forbryderen, og han slipper for videre tiltale. Hvis afstanden
mellem de to numre er mere end 25, ma han tage sin straf. —
Hvor stor er mon chancen for at slippe for straf i Aleatorien?

Sanne og Malene lader LOD belyse spgrgsmalet. De udtager

to tal fra omradet 1..100. Udtagelsen foretages med tilbage-
laegning. Samme tal kan altsa udtages to gange.
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Her er resultaterne fra fem eksperimenter:

1. eksperiment: 39 95
2. eksperiment: 23 75
3. eksperiment: 2 68
4. eksperiment: 7 71
5. eksperiment: 30 52

Det farste eksperiment giver tallene 39 og 95. De ligger mere
end 25 fra hinanden, s& her er ikke gevinst.

Heller ikke i de tre naeste eksperimenter er der gevinst. Det er
der derimod i det femte eksperiment, her er afstanden mellem
tallene kun 22.

Af de fem eksperimenter er der altsa kun ét der giver gevinst.
Men heraf kan de selvfglgelig ikke fastsla at chancen for at
slippe for straf i Aleatorien er 20%. Der ma flere eksperimenter
til.

Prov selv
1. Lad LOD udfgre 25 eksperimenter. Teel op hvor mange der
giver gevinst, og giv dit bud pa hvad chancen er for at slippe

for straf i Aleatorien.

2. Kgr nogle flere eksperimenter, eller hent data fra en
kammerat, og giv et nyt bud pa den ukendte chance.

3. Snyd i spil. | spillelandet Aleatorien ser man meget strengt
pa forbrydere der er grebet i at snyde i spil.

For sddanne personer geelder at de kun slipper for straf hvis
de to kuglenumre ikke ligger mere end 13 fra hinanden.
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Undersgg ved hjeelp af LOD hvor stor en chance spille-
snyderne har for at slippe for straf.

. Der skal spares. Pa grund af gkonomisk krise er regerin-
gen i Aleatorien ngdt til at skeere ned p& udgifterne til
feengselsvaesenet. De overvejer derfor at eendre reglen

for afsoning af feengselsstraf (dog kun for "almindelige" for-
brydere, ikke for spilsnydere): Hvis kuglernes numre ikke
ligger mere end 50 fra hinanden, slipper forbryderen

for at afsone sin straf.

Hvad betyder denne aendring af reglerne? Hvad er nu

chancen for at slippe for straf i Aleatorien? Geet far du
bruger LOD.
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8. Et spil med monter

e
Y &

bt Ly et/

- A

— 77

Sanne har opfundet et spil med mgnter: Du kaster en mgnt i
alt 6 gange. Hvis du i spillet far Krone to gange lige efter
hinanden, vinder du. Hvis du ikke far to Krone i treek, taber du.

Sanne er i vildrede med hvor stor vinderchancen i hendes spil
er. Og den skulle hun jo gerne kende til nar hun gar ud og
tilbyder spillet til sine kammerater.

Sanne har teenkt at tilbyde spillet sadan: "Du far 5 kr. af mig
hvis du far to Kronekast i traek, og du giver mig 5 kr. hvis du
ikke far to Kronekast i traek." Er det mon et fornuftigt forslag fra
Sannes side?

Hun undersgger sagen ved hjeelp af LOD. Selvfglgelig kunne

hun udfare rigtige spil med mgnter, men med LOD gar det
hurtigere, og hun kan fa resultaterne skrevet ud pa papir.
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Sanne lader LOD udtage seks tal fra talomradet 0..1. Hun
lader O svare til at mgnten viser Krone, og 1 til at mgnten viser
Plat.

Her er de fem fagrste eksperimenter:

. eksperiment: 100011 0=Krone 1= Plat
. eksperiment: 011101
. eksperiment: 010111
. eksperiment: 000010
. eksperiment: 010110

gabhwWNEF

Allerede i det farste eksperiment er der to kronekast i traek
(der er endda tre). De to naeste eksperimenter har derimod
ikke to kronekast i traek, her er jo ikke to nuller ved siden af
hinanden.

Det fijerde eksperiment har to kronekast i treek, men dette er
ikke tilfeeldet i det femte eksperiment. To af de fem eksperi-
menter har altsa to kronekast i treek. Hvis Sanne havde spillet
disse fem spil, ville hun have mattet udbetale 5 kr. i to af
spillene, og hun ville have modtaget 5 kr. i hvert af de tre
andre spil.

Spillet ser altsa lovende ud for Sanne, men hun er stadig i

tvivl. Der er jo kun udfert fem eksperimenter. Hun ma derfor i
gang med at bruge LOD. Du kan hjselpe hende.
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Prov selv

1. Lad LOD udfagre 50 spil, og teel op hvor mange gange
Sanne ville have vundet.

Giv et bud pa chancen for at fa to kronekast i traek i
Sannes spil.

2. Tre kronekast i traek. Sanne andrer sit spil til "Tre
kronekast i treek”, men nu med 10 kast i stedet for 6.
Undersgg ved hjeelp af LOD hvad chancen for "Tre
kronekast i traek” er i Sannes nye spil. Hvis gevinsten
seettes til 10 kr., hvad er sa den rigtige pris for at deltage i
spillet?

3. Tre krone eller plat i treek. Undersgg spillet "Tre i traek af
samme slags" i 6 kast, altsa enten 3 krone eller 3 plat i traek.
Hvad er chancen for gevinst i dette spil?

4. Terningkast. Sanne gar nu over til terninger. Hun tilbyder
dig at deltage i et spil hvor du skal kaste en terning 6 gange.
Hvis du far "To ens i treek" har du vundet. Hvad er chancen

for gevinst i Sannes spil?
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9. Mystiske mgnstre

Sanne og Malene fortszetter med at se pa mantkast. De kaster
en mgnt 10 gange og undersgger om der undervejs i kaste-
serien forekommer bestemte reekkefglger, eller magnstre.

Sanne veelger at spille pa manstret KP, dvs. Krone-Plat.

Malene veelger mgnstret Plat-Plat. De aftaler at den hvis
mganster forekommer farst i serien af kast, har vundet.

| programmet klikker de pa Mgnster og indtaster de to mgnstre
A: 0,1, dvs. Krone, Plat og B: 1,1, dvs. Plat, Plat.
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& Menster M =]

Indtast et eller to mgnstre:
(lige lange og hsjst 6 tal)

a: |0,1

B: |1,1

" OK

Sanne spiller altsa pa raekkefalgen 01 og Malene pa
reekkefglgen 11. Her er ti kasteserier:

1 Bl 1 0 1 0 0 0 1 0 0
2 Bl 1 1 1 0 1 0 0 0 1
3: Bl 1 1 1 0 1 0 1 0 1
4 1 0 0 a0 1 0 1 0 1 1
5 0 ) 1 0 0 1 0 0 1 1
6 0 a0 1 1 0 0 0 0 1 1
7 1 a0 1 0 0 0 1 0 0 0
[i] RO 1 0 0 1 1 0 1 1 1
9 0 0 Ul 1 0 0 1 0 0 0
10: RO 1 0 1 1 1 0 0 1 0

P& skaermen er markeret det af de to mgnstre som kommer
farst. Magnstret er meerket med et A eller et B.

| de tre farste serier vinder Malene, hendes mgnster kommer
jo ud fgr Sannes. | alle de gvrige serier vinder Sanne. Vi ser
altsd at Malene vinder i 3 af de 10 serier og Sanne vinder i 7.
Mon det blot er Sanne der er heldig? Vil det udligne sig hvis
Sanne og Malene spillede et stort antal serier? Det to mgnstre
har jo samme chance for at forekomme:
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Med to kast er der fire mulige mgnstre: 00, 01, 10, 11.
Og de har hver en sandsynlighed pa 1/4 for at
forekomme. Det kan du fx let se ved hjeelp af et
chancetree, eller du kan prgve med mgntkast.

Sanne og Malenes mgnster har altsd samme chance for at
forekomme. Men hvorfor vinder Sanne sa 7 ud af 10 spil?

Du skal nu undersgge sagen lidt neermere.

Prov selv

1.

Lad Sanne og Malene udfgre i alt 50 spilleserier, og
undersgg hvor mange gange Sanne vinder og hvor
mange gange Malene vinder. Laeg meerke til de tilfeelde
hvor Malene vinder: Hvornar forekommer hendes mgnster
i kasteserien?

. Sanne spiller nu pa mgnstret 00 og Malene veelger 11.

Undersgg hvad de to spilleres chance er for at vinde.

. Sanne veelger mgnstret 01 og Malene veelger 10. Geet pa

hvem der vinder. Find derefter deres chance for at vinde.

. Sanne veelger mgnstret 0,0 og Malene veelger 0,1.

Gaet pa hvem der vinder.

. Hvilket rad vil du give Malene: Hvilket mgnster skal hun

veelge hvis

(1) Sanne veelger 00 (2) Sanne veelger 01
(3) Sanne veelger 10 (4) Sanne veelger 11
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Mgnstre med tre kast

Sanne og Malene veelger nu at bruge mgnstre med tre kast.
Her er der otte muligheder:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 1112
som alle har samme chance for at forekomme.

Sanne veelger mgnstret 001 og Malene veelger 010. Vi ser
igen pa 10 kasteserier:

1 1 a0 0 1 1 0 1 1 0 1
2 a0 0 1 0 0 0 0 1 0 1
3 0 BO 1] 1 1 1 o] 0 0 0
4: BO 1 0 1 0 0 0 0 0 1
5 1 1 1 0 RO 0 1 0 1 0
] 1 1 AD 0 1 0 1 1 0 0
7: BO 1 0 1 1 0 0 0 0 1
8 a0 0 1 1 0 1 1 0 1 1
9 1 0 Al o 1 0 0 1 1 0
10: a0 0 1 1 0 0 1 1 1 0

Vi ser at Sanne vinder i 8 af de 10 serier og at Malene vinder i
2 serier. Det ser altsa ud til at Sanne vinder stort, selv om de
to m@nstre har samme chance for at forekomme.
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Prov selv

1.

Hjeelp Sanne og Malene med at udfgre i alt 50 spilleserier,
0g undersgg hvor mange gange Sanne vinder og hvor
mange gange Malene vinder. Kan du give nogen forklaring
pa deres forskel i vinderchancer?

. Sanne veelger nu mgnstret 001, og Malene veelger 100.

Undersgg hvad de to spilleres vinderchancer er.

. Sanne veelger mgnstret 111, og Malene veelger 011.

Geet pa hvem der vinder.

. Sanne veelger mgnstret 110, og Malene veelger 111.

Hvem vinder?

. Hvilket rad vil du give Malene: Hvilket mgnster skal hun

veelge hvis
(1) Sanne veelger 000 (2) Sanne veelger 010

(3) Sanne veelger 100 (4) Sanne veelger 110
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10. Er det tilfaeldigt?

P& Malenes skole fgrer man statistik over hvor mange uheld
der sker i skolegarden. Det viser sig at der i lgbet af 20 skole-
dage i en maned sker 20 uheld som kraever at skolens forbin-
dingskasse kommer i brug.

Statistikken viser at uheldene ikke er jeevnt fordelt pa de 20
dage. Der er en enkelt dag med 3 uheld, og der er hele 7 dage
hvor der slet ikke indtreeffer nogle uheld.

| Malenes klasse diskuterer man om uheldene kan veere
tilfeeldig fordelt, eller om der skulle veere en eller anden grund
til at de klumper sammen. Da man ikke kan blive enige,
veelger man at belyse problemet ved hjeelp af LOD:
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Der udtages 20 tal fra talomradet 1..20. Tallene udtages med
tilbagelaegning, og de udskrives i sorteret tilstand:

1 1 2 3 3 4 4 7 9 11
12 14 14 15 15 15 16 18 18 20

Udskriften viser at der dag nr. 1 var 2 uheld, dag nr. 1 er jo
udtrukket 2 gange. Dag nr. 2 er der kun ét uheld, men dag nr.
3 er der igen 2 uheld. Dagene nr. 5 og nr. 6 forekommer ikke i
listen, disse dage var der altsa ingen uheld.

En lille statistik over antal uheld giver fglgende resultat:

Dage med 3 uheld: 1
Dage med 2 uheld: 5
Dage med 1 uheld: 7
Dage uden uheld: 7

(det er dag nr.15)

Dette eksperiment giver altsd som resultat at der forekommer
én dag med tre uheld, og der er 7 dage uden uheld. De 7 dage
der ikke er med i listen er dagene nr. 5, 6, 8,10, 13, 17 og 19.
De ligger ganske godt spredt blandt de 20 dage.

Prov selv

1. Gentag eksperimentet og opstil din statistik over antallet
af uheld pr. dag. Sammenlign din statistik med statistik-
ken fra Malenes klasse.

2. Flere data. Lav endnu fire eksperimenter med udtagelse
af 20 tal, og opstil for hvert eksperiment en statistik over
uheld pr. dag. Hvad er det gennemsnitlige antal dage
uden uheld i dine fem statistikker? Og hvad er det
gennemsnitlige antal dage med 3 uheld?
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3. 10 uheld pa 10 dage. Undersgg ved hjeelp af LOD hvordan
10 uheld kan fordele sig over 10 dage. Kgr mindst 10 eks-
perimenter. Hvor mange dage er der i gennemsnit uden
uheld?

4. 40 uheld pa 20 dage. Pa en stor skole er der i gennemsnit
2 uheld pr. skoledag. Undersgg ved hjeelp af LOD hvor tit
der kan forventes en dag med 5 eller flere uheld. Og
undersgg hvor tit der vil forekomme en dag helt uden uheld.
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Kommentarer til arbejdet med LOD

Du har nu ligesom Sanne og Malene arbejdet med en reekke
opgaver hvor du skulle skaffe dig oplysninger om ukendte
chancer ved hjeelp af LOD. Nar man bestemmer chancer ved
hjeelp af indsamlede data, taler man om statistisk sandsynlig-
hed. Sandsynlighederne far talveerdier gennem en statistisk
undersggelse.

Det er klart at de chancer du nar frem til gennem eksperimen-
ter, kun kan give en ide om hvad de ukendte chancer er. Du vil
kunne justere dine tal hvis du udfgrer nye serier af
eksperimenter.

Du har her arbejdet med matematik pa falgende made:

Der er ikke noget facit der er det eneste rigtige, og du
kommer ikke frem til dine resultater ved at foretage
beregninger eller udledninger.

| stedet udfarer du eksperimenter. Du indsamler data
fra eksperimenterne, og pa grundlag af dine data giver
du dit bud pa de ukendte chancer. Din kammerat som
udfgrer de samme eksperimenter, kan komme frem til
resultater som afviger fra dine. Men det betyder ikke
at den ene af jer har "regnet rigtigt” og den anden ikke.
| har begge indsamlet data og givet jeres bud pa
lgsningen til det forelagte problem.

Du kan ikke vide hvor gode dine resultater er, men du
kan altid afprgve en lgsning ved at udfgre en ny reekke
af eksperimenter.

| arbejdet med eksperimenterne har du brugt et edb-program,
LOD, men i princippet kunne du selv have udfgrt de mange
eksperimenter uden brug af edb. Programmet har blot veeret et
nyttigt veerktgj i arbejdet.
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I nogle af opgaverne kan du godt gennemfgre en teoretisk
beregning af de sggte chancer. Her kan din leerer give dig en
idé om hvordan beregningerne kan udfgares.

Men i de fleste opgaver ligger en teoretisk beregning uden for
hvad du (og din lzerer) kan klare. Her har du sa LOD som et
alment vaerktgj. Og de resultater du far gennem LOD, vil
neesten altid ligge meget teet pa de ukendte teoretiske
chancer.

LOD giver dig altsa mulighed for at arbejde med problemer

som ligger langt uden for det teoretiske stof som indgar i
matematikken i skolen.
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FR Kugle123 Vession 270300

Filer Rediger JRIPUEIBY Foovelursel Korsel Usikkerhedsinterval Hjmlp

D [z] [ Kugle 2: anrnﬁn; udtages den !.';!me n.ude kugle?

| Kugle 3: Hvorndr er alle rade kugler udtaget? 2

1. En kuglemodel

Sanne og Malene ser pa et spil hvor man skal traekke en sed-
del fra en aeske. | aesken er der 10 sedler og der er gevinst pa
3 af dem. Den seddel der treekkes, skal lsegges tilbage i
gesken fgr den naeste udtraekning.

Man far lov til at treekke 5 gange. Hvad er chancen for at fa
gevinst?

Dette spgrgsmal kan Sanne og Malene belyse ved hjaelp af
programmet KUGLE 1. Med det program kan de opbygge en
kuglemodel af chancesituationen. | kuglemodellen teenker vi
os at vi har en aeske med kugler. Nogle af kuglerne er rgde. Vi
bestemmer selv hvor mange kugler der er i aesken og hvor
mange af dem der er rgde.

Programmet kan nu udtage kugler fra aesken, én for én, og
hver gang notere om det var en rgd kugle der blev udtaget.

Med KUGLE 1 kan de derfor efterligne, eller simulere, en
reekke chanceeksperimenter. Og gennem anvendelse af
KUGLE 1 kan de fa oplysning om de ukendte chancer.

De gér ind i programmet KUGLE123 og veelger Ny model.
Derefter veelger de KUGLE 1. P& skeermen kan de nu give
oplysninger om den kuglemodel de vil anvende.
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Her har de fortalt programmet hvad kuglesituationen er: Der er
10 kugler i aesken og 3 af dem er rgde. Der udtages 5 kugler,
0g udtagningen er med tilbageleegning: Samme kugle kan
udtages flere gange.

Model |
Eugle-Maodel E1(10,.3.5,7a)

I #sken findes kugler nr. 1..10
Eade kugler nr. 1..3

5 kugler udtages

samme kugle kan udtages flere gange.

Programmet giver dem straks en meddelelse om hvilken
kuglemodel de har indtastet. Denne model vil vi kort notere
ved:

K1(10,3,5, ja)
Det betyder at vi bruger KUGLE 1 med 10 kugler, heraf 3

rgde. Der skal udtages 5 kugler, og samme kugle kan udtages
flere gange. | kuglemodellen har kuglerne faet numre fra 1 til

52




Brug KUGLE 1!

10. De rgde kugler har numrene fra 1 til 3. Det vil altid veere
sadan at de rgde kugler har de laveste numre.

Sanne og Malene lader nu KUGLE 1 udfgre en pravekarsel.
De gennemfarer altsa kugleudtagelsen som den er beskrevet i
modellen. Et klik pa Pravekegrsel giver falgende resultat:

LR T
i

el | ol

Du kan se at vi her igen farst far at vide hvilken model det
drejer sig om. Derefter vises numrene pa de fem kugler der
blev udtaget: 9, 1, 6, 2, 7. Blandt dem er der to r@de kugler,
nemlig nr. 1 og 2.

Dette resultat svarer til at Sanne og Malene ville have faet to
gevinstsedler i deres udtreekning af sedler fra aesken med de
10 sedler.

En serie af eksperimenter

De vil nu lade KUGLE 1 udfgre en serie af eksperimenter. De
kan jo farst udtale sig om chancer nar de har et starre
materiale, en enkelt prgvekgrsel siger ikke noget.
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De veelger menupunktet Kgrsel og forteeller at de gnsker at
udfgre 20 eksperimenter.

Her har vi tallene fra en serie pa 20 eksperimenter. 20 gange
er der udtaget 5 kugler, og i hvert eksperiment er der noteret
hvor mange rgde kugler der blev udtaget blandt de fem kugler.

BN Kuglel23 Version 121102 HE R
Filer Bediger VelgModel Pravekorsel Kesel Uskkemedsinterval Hislp

B 5| 4| & o] <]

Kugle 1: Hvor mange rgde kugler udtages?

Antal rode kugler i de 20 eksperimenter

2 1 0 0
3 1 1

3
2 0

MR
MR
ow
oW
W

Bemazerk at det ikke er kuglenumre der star i listen. Det er
antallet af rade kugler i hvert af de 20 eksperimenter. | det
farste eksperiment blev der udtaget 2 rgde kugler, i det naeste
1 r@d kugle, derefter ingen rade kugler, og i det fierde
eksperiment var der 3 rgde kugler.

De lader nu KUGLE 1 udskrive en oversigt over de 20
resultater:

Antal rede Andel rede Antal Antal Kumuleret
kugler kugler eksperimenter i%x #
0 0.000 4 20.00 20.00
1 0.200 T 35.00 55.00
2 0.400 4 20.00 75.00
3 0.600 5 25.00 100.00

Udfsrt i alt: 20 eksperimenter

Gennemsnit: Antal rede kugler pr. eksperiment: 1.50
Andel = = = == 3 0.300

Oversigten gives i en sumtabel. Vi kan i tabellen se antallet af
rgde kugler: Der er tale om 0, 1, 2 eller 3 rgde kugler. Vi ser
at der har veeret 4 eksperimenter med O r@de kugler, 7 eks-
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perimenter med 1 ragd kugle, 4 eksperimenter med 2 rade
kugler og 5 eksperimenter med 3 rade kugler.

| tabellen er ogséa anfart andelen af rade kugler. For eksempel
svarer 2 rgde kugler jo til at 2 ud af 5 udtagne kugler var rade,
dvs. andelen af rade kugler var 2/5 = 0.400.

Af tabellen kan Sanne og Malene fa en ide om chancerne i
deres udtraekning af sedler fra sesken med de 10 sedler. Det
ser ud til at der er stor chance for at f4 én gevinst, det svarer jo
til 1 red kugle i kugleudtagelsen. De kan ogsa se at chancen
for to og for tre gevinster er noget mindre.

De kan ikke ud fra deres data saette tal pa chancen for at fa
mere end tre gevinster. | kugleudtagelsen forekom der jo ikke
mere end tre rgde kugler.

Her har de ladet KUGLE 1 udfgre 100 eksperimenter. Nu
forekommer der ogsa 4 rgde kugler i tabellen: | 3 eksperi-
menter udtages der 4 rgde kugler. Vi ser ogsa at der er 18
eksperimenter uden rgde kugler.

Antal Andel Antal Antal Kumuleret
reade kugler ragde kugler eksperimenter ik %
0 0.000 18 18.00 18.00
3. 0.200 42 42.00 60.00
2 0.400 25 25.00 85.00
3 0.600 12 12.00 97.00
4 0.800 3 3.00 100.00

Udfert i alt: 100 eksperimenter

Gennemsnit: Antal rede kugler pr. eksperiment: 1.40
Andel - - - e H 0.280

Med det nye materiale kan Sanne og Malene begynde at
seette tal pa chancerne i deres udtraekning af sedler fra aesken
med de 10 sedler og 3 gevinster: Maske tar de sige at der er
ca. 15% chance for at fa mere end 2 gevinster, og at risikoen
for slet ikke at f& nogen gevinst er ca. 18%.

55



Brug KUGLE 1!
2. Sumtabellen er et godt vaerktgj

Nar du skal arbejde med data er det vigtigt at du forstar at
afleese en sumtabel. En sadan tabel er et af de mest
benyttede hjeelpemidler nar man skal have oversigt over et
talmateriale. Bemeerk isaer tallene i kolonnen yderst til hgjre.
De forteeller hvad de kumulerede %-tal i datamaterialet er.
Kumuleret betyder "lagt sammen". Lad os se lidt neermere pa
de kumulerede tal:

I den anden linje i tabellen finder du yderst til hgjre tallet 60.00.
Det betyder at der i 60% af eksperimenterne forekommer
enten O rgde kugler eller 1 rad kugle. Du kan se hvordan de
60% opstar: Der er 18% eksperimenter med 0 rgde kugler og
42% med 1 rad kugle, i alt er der 60% eksperimenter med
enten O r@de kugler eller 1 rad kugle.

Vi kan derfor sige at i 60% af eksperimenterne fik vi ikke over
1 rad kugle. Eller sagt pa en anden made: Chancen for at fa
hgjst 1 red kugle er 60%.

Det neeste tal i den hgjre kolonne er 85.00. Det forteeller os at

der i 85% af eksperimenterne ikke forekom over 2 rgde kugler.
Det tal forteeller os ogsa at der i 15% af eksperimenterne kom

flere end 2 rgde kugler. Hvorfor?

De kumulerede tal kan give os svar pa spgrgsmal af falgende
slags:

Hvad er chancen for at fa op til 2 rade kugler
(dvs. hgjst 2 rgde kugler)?

Hvad er chancen for at fa 3 eller flere rgde
kugler (dvs. mindst 3 rade kugler)?
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Nar du far en sumtabel pa skaermen, sa prav selv at stille
nogle spgrgsmal om chancen for at fa hgjst x rade kugler. Og
stil spgrgsmal om chancen for at f& mindst y rade kugler. Pa
den méade kan du veenne dig til brugen af ordene hgjst og
mindst i forbindelse med tabeller over talmateriale.

Nederst pa billedet med sumtabellen kan Sanne og Malene se
at der i gennemsnit er udtaget 1.40 rgde kugler pr. eksperi-
ment. Da der er tale om udtagelse af 5 kugler hver gang,
svarer de 1.40 rade kugler til en andel pa 0.28 eller 28% rgde
kugler i hvert eksperiment. Men i aesken var der jo 30% rgde
kugler, nemlig 3 ud af 10, sa de har i eksperimenterne faet lidt
feerre rade kugle end de "skulle have haft” hvis udtagelsen helt
havde fulgt det gennemsnitlige.

De nederste linjer i billedet med sumtabellen giver os pa
denne made et hurtigt overblik over om vore eksperimenter i
gennemsnit har veeret i god overensstemmelse med det
forventede eller om de har veeret "skaeve”.
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3. Programmets ti knapper

KUGLE 1 er en del af programmet KUGLE 123. De to andre
programmer KUGLE 2 og KUGLE 3 ser vi pa senere.

De tre programmer er bygget op pa samme made og vi vil her
se pa de ti knapper som kan anvendes i alle tre programmer.

5

4

De to farste knapper har med udprintningen at gare.

Farste knap aktiverer printeren og du far udskrevet
dine resultater fra skeermen.

Anden knap giver dig mulighed for at du kan indtaste
en overskrift eller dit navn, sa du kan finde din udskrift
hvis den kommer ud pa en feelles printer.

A

wl|C| <

_||ﬂ' |

De fem naeste knapper kan benyttes nar du skal kare en
kuglemodel.

Den farste giver dig mulighed for at seette en kgrsel i
gang.

Den naeste knap kan bruges nar du vil fortsaette en
karsel, hvis du fx har kart 100 eksperimenter, men
gerne vil udvide med yderligere 400 eksperimenter.

Den tredje knap giver dig mulighed for at gentage en
karsel. Hvis du lige har kart 100 eksperimenter, sa kan
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du ved et tryk pa denne knap kgre 100 nye
eksperimenter. Du far altsd nye resultater, det er kun
antallet af eksperimenter der gentages.

Den fjerde knap lader dig se den model du har
indtastet. Hvis du kommer i tvivl undervejs, kan du blot
klikke pa denne knap.

Den sidste af de fem knapper giver dig mulighed for at
rette i dine inddata.

H

B || | %5

De fire sidste knapper har med resultaterne at gore.

Den farste skal du bruge for at fa en oversigt i form af
en sumtabel. Hvis sumtabellen er grupperet, kan du
veelge mellem en oversigt som fremviser de grup-
perede resultater eller en oversigt som giver
resultaterne i alle detaljer.

Den neeste knap giver dig en liste over resultaterne fra
de enkelte eksperimenter.

Den tredje knap viser dig et sgjlediagram over resul-
taterne fra karslen.

Den sidste knap giver dig mulighed for at fa nogle
veerdifulde statistik-oplysninger fra den foretagne
kgrsel. Denne knap ser vi pd i naeste afsnit.

Prov selv

Gaind i KUGLE 1. Veelg Ny model og indtast den model
vi har set pa: K1(10,3,5, ja). Afslut med et klik pa OK.
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Ga derefter til knappen Ny kgrsel, og bed om 100
eksperimenter. Afslut igen med klik pd OK. Pa skaer-
men kommer de 100 resultater. Klik pa den knap der
giver Oversigt, og du far en sumtabel. - Hvis du vil
vende tilbage til resultaterne, skal du klikke pa
Resultat-knappen.

Undersgg hvad din karsel siger om chancen for at fa
mindst tre r@de kugler og risikoen for slet ikke at fa
nogen rad kugle.

Ny korsel. Foretag en ny karsel, denne gang med 500
eksperimenter: Klik pa Ny kgrsel knappen, og indtast at
der er tale om 500 eksperimenter. Undersgg hvad den
nye karsel siger om chancen for mere end 2 rgde
kugler og om risikoen for O r@de kugler.

Fortseet. Klik pa Fortsaet-knappen. Du har nu mulighed
for at forlaeenge din karsel med flere eksperimenter.
Veelg fx 500 ekstra, pa skeermen kommer nu en
oversigt over resultaterne for i alt 1000 eksperimenter.
Studer den nye sumtabel.

Gentag. Klik pa den femte knap. Programmet gentager
nu den foregaende karsel, men selvfglgelig med nye
resultater. Kig pa den nye oversigt. Print den ud.

Klik pa Graf-knappen (nr. 2 fra hgjre) og sammenlign
grafen med den udprintede sumtabel.
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4. Sanne og Malene opstiller en kuglemodel

Du har nu set hvordan Sanne og Malene har faet svar pa
deres spgrgsmal om chancerne i spillet: De opstillede en
kuglemodel for spillet og lod computeren udfgre eksperimenter
med kuglemodellen.

Ved lgsningen af spilleproblemet er de altsa gaet frem
saledes:

1. De opstiller en kuglemodel som passer med den
forelagte chancesituation, altsd med spillet.

2. De lader computeren udfgre eksperimenter med
kuglemodellen: De efterligner eller simulerer modellen
pa computeren.

3. De bruger computerens resultater pa spillet: De
overseetter eller fortolker resultaterne og finder ud af
hvad de siger om den forelagte chancesituation.

Disse tre elementer vil indga i arbejdet hver gang de lgser
chanceproblemer ved hjeelp af en kuglemodel:

1. De opstiller modellen
2. De simulerer modellen
3. De fortolker resultaterne.

Det er klart at de ved en sadan fremgangsmade risikerer at
bega fejl. Her er nogle oplagte fejlkilder:

1. Den opstillede model stemmer ikke godt overens med
den forelagte chancesituation
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2. Computerens resultater giver ikke det rigtige billede af
modellen.

3. De fortolker ikke resultaterne pa den rette made.

Hvad angar punkt 2, s kan de i nogen grad selv sikre sig her.
De kan lade computeren skaffe dem et stort talmateriale, altsa
lade den udfgre mange eksperimenter.

Erfaringer viser at store datamaterialer har gode chancer for at
give os et korrekt billede. Vi skal altsa ikke ngjes med 5, 10
eller 20 eksperimenter, men veaelge 100 eller 200 eller maske
endnu flere far vi fortolker de opnaede data.

Hvad angar punkt 1 og punkt 3 i listen over fejlkilder, sa vil kun
gvelse og erfaring kunne sikre dem med fejl her. De ma altsa
skaffe sig erfaring med at opstille modeller og prgve at fortolke
resultater. Gennem eksempler ma de finde ud af hvilke fald-
gruber der kan vaere nar valget af den rigtige model, eller
snarere den bedste model, skal treeffes. Ofte ma man nemlig
ngjes med en model som ikke pa alle punkter afspejler den
virkelige chancesituation. Man kan da ikke pa forhand vide
noget om modellens kvalitet, kun en afprgvning vil vise hvor
brugbar den er.

Da de to piger i forrige afsnit af bogen brugte LOD til at finde
chancer vedrgrende fgdselsdage kunne de veere i tvivl om
hvor godt modellen passede med virkeligheden. | LOD-
modellen gik de ud fra at alle dage havde samme chance for
at optreede som fgdselsdag, og det stemmer jo ikke helt.
Fadselsdage fordeler sig ikke jeevnt over aret.

Alligevel viser det sig at man kan have god nytte af LOD-
modellen, den er ikke perfekt, men den giver brugbare
resultater. Sddan vil det ofte veere nar man arbejder med
matematiske modeller.
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5. Hvilken kuglemodel skal bruges?

Nar vi anvender KUGLE 1 til belysning af chancesituationer, er
det i de fleste tilfeelde ganske let at opstille den kuglemodel
der passer til situationen.

Vi ser pa nogle eksempler.

Eksempel 1. En spilleautomat

Sanne spiller fire spil pa en spilleautomat hvor gevinstchancen
i hvert spil er 40%. Undersgg ved hjeelp af en kuglemodel
hvad hendes gevinstchancer i spillet er.
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Vi skal her have en kuglemodel som giver et billede af et spil
hvor vinderchancen i hvert spil er 40%. Vi kan derfor benytte
en kugleaeske hvor 40% af kuglerne er rgde. At der udtraekkes
en rad kugle, betyder at Sanne far en gevinst.

Vi kan derfor veelge en aeske med 10 kugler, hvoraf 4 er rgde.
Eller vi kan bruge en aeske med 100 kugler, hvoraf 40 er ragde.
Vi kan ogsa blot bruge en seske med 5 kugler, hvoraf 2 er
rade.

Der er altsd mange muligheder for at veelge seske. Derimod er
der kun én mulighed for at fastseette hvor mange kugler der
skal udtages. Sanne spiller jo fire spil, og hver kugleudtagelse
svarer til ét spil. Der skal altsa udtages 4 kugler.

Kan samme kugle udtages flere gange? Her er svaret: Ja.
Sanne skal jo i hvert spil have 40% chance for at vinde, dvs.
40% chance for at fa en rad kugle. Og det kan vi i kugle-
modellen kun opna ved at leegge den udtagne kugle tilbage,
saledes at ezeskens indhold af kugler er helt det samme ved
hver udtagelse. Udtagelsen foregar altsa med tilbagelsegning.

Vi kan derfor bruge modellen K1(10,4,4, ja) nar vi vil lgse
Sannes problem.

Prov selv

1. Lad KUGLE 1 udfgre 100 eksperimenter med
modellen, og giv dit bud pa chancen for at Sanne far:

(a) hgjst én gevinst (b) ingen gevinst

(c) to gevinster (d) over to gevinster

2. Udfar 100 nye eksperimenter og undersgg hvor godt
de nye resultater stemmer med dem fra far.
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3. Lgs Sannes problem ved modellen K1(5,2,4, ja).
Sammenlign resultaterne med dem du fik far.

4. Lgs Sannes problem ved modellen K1(100,40,4, ja).

Sammenlign resultaterne med dem du fik far.

Eksempel 2. Et udvalg nedsattes

| en skoleklasse med 12 piger og 8 drenge skal der nedsaettes
et udvalg pa 3 elever. De tre elever veelges ved lodtraekning.

Undersgg ved hjeelp af en kuglemodel hvad chancen er for at
udvalget kommer ti at besta af:

(@) 2 pigerog 1dreng (b) 1pigeog 2drenge (c) 3 piger

Vi skal her bruge en kuglemodel som giver et billede af
lodtreekningen blandt klassens 20 elever. Vi veelger en seske
der indeholder 20 kugler hvoraf de 12 er rade. Vi lader altsa
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udtagelsen af en rgd kugle svare til at en pige veelges ved
lodtraekningen.

Tre kugler skal udtages, der skal jo veelges 3 elever.

Kan en kugle udtages flere gange? Her er svaret: Nej. Samme
elev kan ikke veelges mere end én gang.

Vi ger derfor brug af modellen: K1(20,12,3,nej)

Prov selv

1. Lad KUGLE 1 udfgre 100 eksperimenter med den
opstillede model og giv dit bud pa de tre chancer.

2. Benyt i stedet en ny model hvor de ragde kugler svarer
til drengene. Kar 100 eksperimenter med den nye
model og giv igen dit bud pa de tre chancer.

3. Fra den samme klasse skal nedszettes et udvalg pa 5
elever. Undersgg ved hjeelp af KUGLE 1 hvad chancen
er for at pigerne bliver i overtal i udvalget.
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Eksempel 3. Mgntkast og terningkast

| et spil kastes 5 mgnter. Undersgg ved hjeelp af
en kuglemodel hvad chancen er for at mindst 4 af
de fem manter viser krone.

| et spil kastes 3 terninger. Undersgg ved en
kuglemodel hvad chancen er for at f& mindst én
sekser.

Ogsa ved mgntkast kan vi bruge en kuglemodel. Ved hvert
mgntkast er der 50% chance for at mgnten viser krone, vi skal
derfor veelge en kugleaeske som giver 50% chance for at der
udtages en r@d kugle.

Det enkleste vil veere at bruge en aeske med kun 2 kugler,
hvoraf den ene er rad. Vi kan derfor bruge modellen:

K1(2,1,5, ja).
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P& samme made kan vi bruge en kuglemodel til at besvare
spgrgsmal vedrarende de tre terningkast. Vi kan her ggre brug
af modellen K1(6,1,3, ja). | denne model svarer en rgd kugle til
at terningen viser 6. - Men vi kunne selvfglgelig ogsa have
brugt modellen K1(60,10, 3, ja) eller K1(600, 100, 3, ja).

Prov selv

1. Montkast. Lad KUGLE 1 udfgre 100 eksperimenter, og
giv dit bud pa chancen for at mindst 4 af de 5 mgnter
viser krone.

2. Terningkast. Lad KUGLE 1 udfgre 100 eksperimenter,
og giv dit bud pa chancen for at fa mindst én sekser i et
kast med tre terninger.

3. Fire terninger. Undersgg hvad chancen er for at fa
mindst én sekser i et kast med fire terninger.

4. Otte terninger. Undersgg hvad chancen er for at fa
mindst to seksere i et kast med otte terninger.
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6. Usikkerhedsintervaller
Der er et menupunkt i KUGLE 1-programmet som vi endnu

ikke har benyttet. Vi veelger Usikkerhedsinterval, og der dbner
sig et vindue pa skeermen.

Usikkerhedsinterval X |
Antal eksperimenter: 100

Antal forekomster: |4l]

95 % -interval for ukendt p: I 0.3032 .. 0.5028

Lad os antage at vi har udfgrt 100 kast med fire terninger, og
at vi i 40 af kastene fik mindst én sekser. Vi vil nu gerne have
et skgn over den ukendte chance for at fa mindst én sekser. Vi
ved godt at vi ikke kan sige at chancen lige praecis er 40%.
Hvis vi udfgrer eksperimenterne igen, vil vi nok fa et andet tal
end 40.

Ved hjeelp af Usikkerhedsinterval kan vi fa et skan over den
ukendte chance. Vi har indtastet at der er tale om 100
eksperimenter, og vi forteeller at vi 40 gange fik mindst én
sekser. Vi far da at vide at den ukendte chanceveerdi kan
skannes at ligge i intervallet fra 0.3032 til 0.5028, altsa fra ca.
30% til ca. 50%.

Der kan selvfglgelig ikke gives fuld sikkerhed for at den
ukendte chance ligger i dette interval. Men intervallet er
beregnet saledes at det i 95 tilfaelde ud af 100 vil indeholde
den ukendte chance. Vi kalder det et 95%-usikkerhedsinterval.
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Prgv at se hvad der sker med usikkerhedsintervallet nar du
kaster 200 gange og i 80 kast far mindst én sekser. Og prav
med 400 kast hvor de 160 giver mindst én sekser.

Prgv ogsd med 50 kast hvor de 20 giver gevinst, og prgv med
25 kast hvor der er gevinst i 10 kast.
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2
w8

7. Statistik-knappen

Vi ser nu pa hvad den sidste knap, Statistik-knappen, kan
bruges til. Vi ser pa et eksempel.

[
ek B0 i g

il [ ki Y

Vi lader KUGLE 1 udfgre 200 kast med en mgnt, og vi vil
undersgge chancen er for antallet af Kronekast.

Vi kan her bruge modellen K1(2,1,200, ja). Vi lader altsa den
rgde kugle svare til at mgnten viser Krone.

Vi udfgrer nu 100 eksperimenter. | hvert af dem kastes mgn-
ten altsd 200 gange og vi noterer hvor mange af de 200 kast
der giver Krone.

| sumtabellen ovenfor kan du se en oversigt over resultaterne
fra de 100 eksperimenter.
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Af denne oversigt kan vi f4 en reekke vigtige oplysninger. Vi
kan se at der er 25% chance for at antallet af Kronekast ligger
pa 95 og derunder. Og vi kan se at der er 88% chance for at fa
hgjst 105 kronekast. Det betyder at der er 12% chance for at
antallet af Kronekast er over 105.

Vi klikker nu pa Statistik-knappen.

Til hgjre pa skaermen ser vi at det gennemsnitlige antal krone-
kast i de 200 serier har veeret pa 99.29, altsa taet pa 100. Vi
ser ogsa at det hgjeste antal kronekast der forekommer er 116
(Maximum) og det laveste er 79 (Minimum). Hver af de udfarte
serier af kast har altsa givet os et antal kronekast som ligger
fra 79 op til 116.

De vigtige fraktiler

Pa skeermen har vi en oversigt over de sakaldte fraktilvaerdier.
Her ser vi fx at ud for 10% star der 79..89 under Talomrade.
Det betyder at de laveste 10% af kagrselsresultaterne straekker
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sig fra 79 op til 89. | 10% af karslerne har vi altsa faet et antal
af Kronekast som ligger fra 79 og op til 89. Det betyder at
10%-fraktilen i materialet er pa 89.

Vi ser ogsa at vore resultater i 75% af karslerne har givet et
resultat fra 79 op til 104. 75%-fraktilen er derfor 104, dvs. i
75% af karslerne har vi faet et antal af Kronekast som er pa
104 og derunder.

@verst i skaermvinduet er der to felter hvor vi kan indtaste tal.

| feltet Talomrade har vi indtastet 79..105 og vi ser nederst pa
skaermen at dette omrade svarer til 88% af resultaterne. 88%-
fraktilen i datamaterialet er alts& 105. Det stemmer med det vi
allerede har set i sumtabellen.

| Procentfeltet har vi derefter indtastet 40. Programmet svarer
at talomradet fra 79 til 99 indeholder de nederste 40% af
Kroneantallene. 40%-fraktilen i materialet er derfor 99.

| talomradet kan du ogsa indtaste andele i stedet for antal.
Hvis du fx indtaster 0.48..0.52 vil programmet opfatte det som
andele af rade kugler. Du vil derfor fa at vide hvad chancen er
for at en stikpr@gve indeholder fra 48% til 52% rade kugler.

73



Brug KUGLE 1!
8. Les opgaver med KUGLE 1

1. Sannes nye spilleautomat
Sanne spiller fire spil pa en spilleautomat hvor chancen for
gevinst i hvert spil er 50%. Undersgg Sannes chance for:

(a) én gevinst  (b) ingen gevinst  (c) mindst to gevinster

2. Ti elever

Ti elever fra Sannes klasse udfarer hver et spil pa en
spilleautomat hvor chancen for gevinst i hvert spil er 40%.
Hvad er chancen for at mindst fem af de ti elever far gevinst?
Hvad er risikoen for at hgijst to af eleverne far gevinst?

3. Chancen for seksere

| et spil kastes fem terninger.

Hvad er chancen for at fa mindst én sekser?
Hvad er chancen for at f& mindst to seksere?

4. Kronekast

| et spil kastes ti mgnter.

Hvad er chancen for at lige praecis fem af mgnterne viser
krone? Hvad er chancen for at flere end fem mgnter viser
krone?

5. Hvor er chancen storst?
Giv ved hjeelp af KUGLE 1 et bud pa falgende chancer:

(1) Chancen for mindst 3 seksere i 10 terningkast
(2) Chancen for mindst 6 seksere i 20 terningkast.

6. Et udvalg i klassen

| en skoleklasse med 15 piger og 10 drenge skal der ved
lodtreekning nedseettes et udvalg pa tre elever. Hvad er
chancen for at udvalget kommer til at besta af:
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(1) 2 piger og 1 dreng

(2) 3 piger
(3) 1 pige og 2 drenge

7. En mesterskytte

En mesterskytte pastar at have en treefsikkerhed pa 80%.
Hvad er chancen for at han far mindst 8 treeffere i 10 skud?
Hvad er chancen for at han far mindst 16 traeffere i 20 skud?

8. Fraveer i skolen
En statistik fra Malenes skole viser at i gennemsnit er ca. 10%
af eleverne fraveerende fra skolen.

Hvad er chancen for at der er mindst 4 fraveerende i en klasse
med 20 elever?

Hvad er chancen for at der slet ikke er nogen fraveerende?
9. En opgave fra 1711
I en afhandling fra 1711 finder man denne opgave: Hvad er

chancen for at f& mindst 2 seksere i et kast med 8 terninger?
Las den ved hjeelp af KUGLE 1.
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10. Er terningen falsk?

Du laver en kvalitetskontrol af en terning: Du kaster terningen
10 gange. Hvis terningen ikke i de 10 kast har givet mindst én
sekser, kasserer du den. Hvad er risikoen for at du kommer til
at kassere en terning som i virkeligheden er god nok?

11. Gevinster i Lotto

| lotto udtraekkes 7 forskellige tal blandt tallene 1 til 36. Malene
har udfyldt en lottoreekke ved at afkrydse 7 tal. Hvad er
chancen for fglgende (kar 500 forsgg):

(1) Malene rammer ikke nogen af de 7 udtrukne tal
(2) Malene rammer netop ét af de 7 tal
(3) Malene far gevinst, dvs. hun rammer mindst 4 af de 7 tal

12. Et lotteri

Sanne har kgbt 5 lodsedler i et lotteri som omfatter 25 sedler.
Ved lodtraekning fordeles 3 gevinster blandt de 25 sedler.
Hvad er chancen for at Sanne vinder mindst én af gevin-
sterne? Hvad er risikoen for at hun ikke far nogen gevinst?
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13. Lille chance, men mange forsgg

Sanne deltager i et spil hvor der kun er 1% chance for gevinst.
Hvor mange spil skal hun udfare for at have 50% chance for
en gevinst? Prav dig frem ved hjeelp af KUGLE 1.

14. Vi spiller om prisen

Ved en byfest kan man rafle om prisen nar man kgber en vare.
Man far lov til at kaste fire terninger og far da fglgende afslag i
prisen:

1 sekser: 5% 2 seksere: 10%
3 seksere: 25% 4 seksere: 100%

Beregn chancen for de fire muligheder.
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BN Kugle123 Version 260701 M= 3
Filer Rediger | Waslg Model Prevekeisel Kersel Usikkerhedsinterval  Hiselp

K : Hvar mange rede kugler udtages?
Bl ¢ ‘3 Fugle 2: Hvorndr udtages den farste rode kugle? @l ﬁl %gl

: Hvomér er alle rade kugler udtaget?
Kugle Z: Hvornar udtages den fsrste rede kugle?

I [

1. Sanne og Malene bruger KUGLE 2

Sanne og Malene diskuterer et spil: | spillet skal du traeekke en
seddel fra en aeske. | sesken er der 50 sedler, og der er
gevinst pa 5 af dem. Den seddel du treekker, skal leegges
tilbage i @esken fgr naeste udtraekning.

Det koster 1 krone at treekke en seddel fra sesken. Du spiller
indtil du far gevinst i spillet.

Hvor mange penge skal du mon bruge for at fa
en gevinst? Hvad er chancen for at du kan
ngjes med 3 kroner? Eller 5 kroner?

Hvad er risikoen for at du skal betale mere end
10 kroner for du udtreekker en seddel med en gevinst?

Sanne og Malene vil undersgge disse spgrgsmal ved hjeelp af
programmet KUGLE 2. Med dette program kan de opstille en
kuglemodel for den forelagte chancesituation.

| kuglemodellen i KUGLE 2 er der lige som i KUGLE 1 en
geske med et antal kugler hvoraf nogle er rade. Fra aesken
treekkes kugler, én ad gangen, indtil der udtraekkes en rad
kugle. Programmet holder styr pa hvor mange forsgg der skal
til for at give en rad kugle.

| KUGLE 2 er vi altsa interesseret i at vide hvor leenge vi skal
vente pa at fa den farste rade kugle. Sa snart den bliver
udtrukket, standser spillet. Man kan sige at KUGLE 2 er en
"ventemodel", vi venter pa den farste rade kugle.
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Sanne og Malene gar ind i programmet KUGLE og vaelger Ny

model. Derefter veelger de KUGLE 2. Pa skeermen kan de nu
give oplysninger om den kuglemodel de vil anvende.

My Model E4

Hvor mange kugler er der i &sken [1..10000)? IEI]

Hwor mange al kuglerne er rede [mindst 1]? |5

Yalg:
¥ En kugle kan udtages flere gange

\/ oK x Fortiyd |

Her har de fortalt KUGLE 2 hvad kuglesituationen er: Der er
50 kugler i aesken og 5 af dem er rgde. Udtagelsen foregar
med tilbageleegning: Samme kugle kan udtages flere gange.

Programmet giver dem ligesom KUGLE 1 en meddelelse om
hvilken kuglemodel de har indtastet.

Denne model vil de kort notere ved: K2(50, 5, ja)

Det betyder at de benytter KUGLE 2 med 50 kugler hvoraf 5
rgde, og samme kugle kan udtages flere gange.

Derefter giver programmet nogle muligheder de kan veelge
mellem. De veelger en Prgvekarsel.

KUGLE 2 udtager nu kugler indtil der traekkes en rgd kugle.
Her er resultatet af pregvekgrslen:
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Kugle-Model:

I #sken findes kugler nr. 1..50
Rgde kugler nr. 1..5

Et eksperiment bestar i at udtage kugler
indtil der udtages en red kugle

Samme kugle kan udtages flere gange.

Proveksrsel:
13 42 14 49 21 38
37 39 12 3

25 16

27 24

Pa skeermen vil du se at det sidste kuglenummer er rgdt. Der
skulle i dette tilfeelde foretages 14 udtagelser fgr der blev

udtrukket en rad kugle.

De udfgrer endnu en pravekgrsel:

Kugle-Model:

I &sken findes kugler nr. 1..50
Begde kugler nr. 1..5

Et eksperiment bestar i at udtage kugler
indtil der udtages en red kugle

Samme kugle kan udtages flere gange.

Pragvekersel:
29 25 9 42 21 10
1 o 14 a1 22 a1
16 24 34 6 26 36

42 46
23 26
37 7

9 33
24 17
36 1

Her viser det sig at de matte foretage 30 udtagelser far de fik

en rgd kugle.

En serie af eksperimenter

Sanne og Malene gar nu over til Kgrsel. De lader KUGLE 2
udfgre 20 eksperimenter. Her er tallene fra de 20 eksperimen-

ter:
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Antal kugler der blev udtaget i de 20 eksperimenter

14 10 2 3 4 17 2 4 14 2
12 16 29 15 9 4 6 4 4 5

Vaer opmeaerksom pa at det vi ser pa skeermen er antallet af
kugler der matte udtages fer de fik en rad kugle. | det fgrste
eksperiment fik de altsa en rad kugle i den fjortende udtagel-
se.

| det naeste eksperiment matte der foretages 10 udtagelser far
der kom en r@d kugle, men derefter kom der en rad kugle
allerede i anden udtagelse.

De veelger nu Oversigt: Oversigten fremlaegges i en sumtabel.
Af tabellen kan de se at der ikke var nogen af de 20 eksperi-
menter hvor der kom en rgd kugle allerede i farste udtraekning.
Men i to eksperimenter kom der en rgd kugle i anden
udtraekning.

Antal udtagne Antal Antal Kumuleret
kugler eksperimenter i% %
2 2 10.00 10.00
3 1 5.00 15.00
4 5 25.00 40.00
5 1 5.00 45.00
6 1 5.00 h0.00
] 2 10.00 60.00
10 1 5.00 65.00
1z 1 5.00 T70.00
14 2 10.00 80.00
15 1 5.00 85.00
1a 1 5.00 90.00
17 1 5.00 95.00
29 1 5.00 100.00

Udfsrt i alt: 20 eksperimenter

Gennemsnit: Antal kugler pr. eksperiment: 9.15
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I den hgjre kolonne i sumtabellen kan de se at de i 50% af
eksperimenterne kunne klare sig med at udtage op til 6 kugler
for at fa en rad kugle. Af den korte serie kunne de altsa
komme til det resultat at der er 50% chance for at man kan
klare sig med at betale hgjst 6 kroner for at fa gevinst i spillet.

Men fra deres arbejde med KUGLE 1 ved Sanne og Malene at
de skal veere forsigtige med at udtale sig pa grundlag af blot
20 eksperimenter. Serien viser jo ogsa at de kunne komme ud
for at skulle betale 29 kr. for at fa gevinst.

Den nederste linje i sumtabellen forteeller at der i gennemsnit
matte udfgres 9.15 kast for at fa gevinst. Det kostede altsa ca.
9 kr. i gennemsnit at fa gevinst i spillet.

En ny korsel

Sanne og Malene foretager nu en karsel af en serie pa 100
eksperimenter med modellen: K2(50, 5, ja). Vi springer
oversigten over og gar direkte til Statistik-knappen:

[ Statistik | x|

Talowr&de: Iﬁ o | [@ 5 \
Procent: I— = | @

Statistik owver 100 eksperimenter ﬂ

Talomréide Fraktil

25 % Gennemsnit: 10.28
Hax imum H 54

e s
w
n
o

-.14 75 % Hinimum H 1
z1 a0
ZB a5
33 a3
Talomrdde Frekvens
1..5 37.0 %
1..10 59.0 %

KNl
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Til hgjre i vinduet ser de at de i gennemsnit matte bruge 10.26
udtagelser for at fa en rad kugle. Det hgjeste antal udtagelser
der forekommer er helt oppe pa 54. Og det mindste antal der
forekommer, er 1. Da kom der altsa en rgd kugle allerede i
farste udtraekning.

Af tabellen kan de fx se at 50%-fraktilen (medianen) svarer til
8 udtagelser. Det vil sige at de i 50% af eksperimenterne
kunne klare sig med op til 8 udtagelser for at fa en rad kugle.

| talomrade-feltet foroven har de indtastet omradet 1..5.
Programmet svarede med tallet: 37%. Det vil sige at de i 37%
af eksperimenterne kunne klare sig med fra 1 til 5 udtagelser
for at fa en rad kugle. - De har derefter indtastet omradet
1..10 og far her svaret: 59% Det betyder at de har 59%
chance for at klare sig med hgjst 10 udtagelser.

Prov selv

1. Gaindi KUGLE 2 og indtast modellen K2(50, 5, ja).
Kontroller at programmet viser den rigtige model pa
skeermen. Ga derefter til knappen Ny karsel og bed
om 100 eksperimenter. Klik pa Oversigt-knappen.

2. Undersgg hvad chancen er for at du kan ngjes med 3
udtagelser for at fa en rad kugle. Og besvar fglgende
spgrgsmal:

Hvad er chancen for at du kan klare dig med 5
udtagelser? Hvad er chancen for at du kan
klare dig med 10 udtagelser? Hvad er risikoen
for at du skal bruge mere end 20 udtagelser?
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Ny korsel. Foretag en ny kgrsel, denne gang med 500
eksperimenter. Besvar igen spgrgsmalene om hvad de
forskellige chancer er. Print oversigten ud.

Klik pa Graf-knappen og print grafen ud.

Gentag. Klik pa Gentag-knappen. Udprint den nye
oversigt. Undersgg om den er meget forskellig fra den
du allerede har udprintet. Udprint ogsa den nye graf og
sammenlign med den tidligere.

Udtagelse uden tilbagelsegning. Afprav modellen
K2(50, 5, nej): Udfgr 100 eksperimenter og se pa

oversigtens sumtabel. Hvad er nu chancen for at du
kan klare dig med 3 udtagelser? Med 5 udtagelser?

Og hvad er risikoen for at du ma bruge mere end 10
udtagelser? Mere end 20 udtagelser?

Hvor mange udtagelser? Hvad er det stgrste antal
udtagelser der vil kunne forekomme nar du kgrer
modellen K2(50, 5, nej)?

Prgv at kgre 1000 eksperimenter og undersgg
hvor store antal udtagelser der forekommer.
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2. Hvor sveert er det at sla en ener?

| et terningspil skal man sla en ener for at fa en brik i spil.
Hvad er chancen for at man klarer sig med 3 kast? Med 5
kast? Hvad er risikoen for at man skal bruge mere end 10
kast?

Sanne og Malene undersgger disse spgrgsmal ved hjeelp af
KUGLE 2. De kan her benytte kuglemodellen

K2 (6, 1, ja).

Den svarer til at der er 6 kugler i sesken, én for hver af de 6
mulige gjental pa terningen. En af seskens kugler er rgd, den
svarer til at de kaster en ener.

De foretager farst en prgvekarsel af modellen. Den giver
fglgende resultat:
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Kugle-Model:

I ®&sken findes kugler
Den rdde kugle har

Et eksperiment bestar
indtil den rade kugle

Samme kugle kan udtages flere gange.

Proveksrsel:
4 h 5

| den ottende udtagelse kom den rgde kugle ud.

nr.
nr.

i at udtage kugler

1..6
1

udt ages

De lader nu KUGLE 2 kgre 50 eksperimenter. Her er oversig-

ten over resultaterne:

E Kugle123 VYersion 281102

Filer Rediger WeelgModel Provekaisel Kersel Usikkerhedsinterval Hizlp

& .7 %

|2l %] | o] 4

=T

Kugle 2: Hvornar udtages den forste rgde kugle?

I S

Antal udtagne Antal Antal Kumuleret
kugler eksperimenter i% £
1 11 22.00 22.00
2 5 10.00 32.00
3 9 18.00 50.00
4 4 8.00 58.00
5 3 65.00 64.00
[ 2 4.00 68.00
T 2 4.00 72.00
8 3 6.00 78.00
9 5 10.00 88.00
11 2 4.00 92.00
16 1 2.00 94.00
22 1 2.00 96.00
36 1 2.00 28.00
4z 1 2.00 100.00
Udfsrt i alt: 50 eksperimenter
Gennemsnit: Antal kugler pr. eksperiment: 6.24
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Af oversigten ser de at de kunne klare sig med hgjst 3 udta-
gelser i 50% af eksperimenterne. | spillesituationen betyder
det at de har 50% chance for at fa en brik i spil i lgbet af 3
kast.

De ser ogsa at de kunne klare sig med hgjst 5 udtagelser i
64% af eksperimenterne.

Endvidere ser de af oversigten at de i seks eksperimenter mat-
te bruge mere end 10 udtagelser. Det svarer til at der er en
risiko pa 12% for at man i spillet skal kaste mere end 10 gange
for at fa en brik i spil.

Nederst pa oversigten ser de at der i gennemsnit skulle udta-
ges 6,24 kugler for at udtraekke en rgd kugle. De kan altsa
regne med at de i gennemsnit skal udfare ca. 6 kast for at fa
den gnskede ener.

Det kan ikke overraske dem. Der er jo 6 muligheder ved et
terningkast, og de kan kun bruge én af dem. Men selv om de i
gennemsnit skal bruge over 6 kast, ser de af oversigten at der
er store chancer for at de kan klare dig med mindre. - Pa den
anden side kan de ogsa komme ud for at skulle udfare mere
end 40 kast, selv om de i gennemsnit altsa kun skulle bruge
omkring 6.

Prov selv

1. Lad KUGLE 2 udfgre 100 eksperimenter med modellen
K2(6, 1, ja). Giv herefter dit bud pa falgende sandsyn-
ligheder fra terningspillet:

1. Chancen for at du kan klare dig med 3 kast
2. Chancen for at du kan klare dig med 5 kast
3. Risikoen for at du skal bruge mere end 10 kast.
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2. | et terningspil f&r man en brik i spil hvis man kan sla en
ener eller en toer. Giv ved hjeelp af en K2-model et bud pa
falgende sandsynligheder:

1. Chancen for at man kan fa en brik i spil med hgijst 2 kast
2. Chancen for at man kan fa en brik i spil med hgjst 4 kast
3. Chancen for at man skal bruge mere end 5 kast.

Hvor mange kast skal du i gennemsnit regne med for at fa
en brik i spil?
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3. Les opgaver med KUGLE 2

1. Et lykkehjul
Malene vil spille pa et lykkehjul i Tivoli. Lykkehjulet har 24
numre, og Malene spiller i hvert spil pa 5 af numrene.

Undersgg ved hjeelp af en kuglemodel hvad chancen er for at
Malene vinder i Igbet af de farste 3 spil.

Og hvad er chancen for at hun vinder i lgbet af de farste 5
spil?

Hvad er risikoen for at hun ikke vinder i Igbet af de fgrste 10
spil?

2. Udtrxk et es

Fra et seet spillekort pa 52 kort udtages et kort ad gangen indtil
der udtages et af de fire esser. Udtagelsen foretages uden
tilbagelaegning.

Find ved hjeelp af en kuglemodel sandsynligheden for at der
skal udtages over 10 kort for at fa et es. Og find sandsynlig-
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heden for at der ikke skal udtages mere end 5 kort for at fa et
es.

3. Er det bedst at veere forst?

| en pose er der tre hvide og én rad kugle. Sanne og Malene
udtager pa skift en kugle fra posen, uden tilbageleegning. Den
der udtager den rgde kugle har vundet.

Sanne giver Malene lov til at treekke fgrst. Find ved hjeelp af en
kuglemodel sandsynligheden for at det bliver Malene der
vinder spillet.

4. Find den rigtige nagle
Du har en ngglering med 10 nggler. Kun én af ngglerne
passer til lasen.

Du udveelger tilfeeldigt én nggle ad gangen og prever indtil du
far gevinst.

Hvad er chancen for at du kan klare dig med 3 forsgg hvis
afpravningen foregar "med tilbagelaegning"?

Hvad er chancen for at du kan klare dig med 3 forsgg hvis
afpregvningen foregar "uden tilbageleegning"?

Hvor mange forsgg skal du i gennemsnit regne med at udfgre i
de to situationer for at finde den nggle der passer til lasen?

5. Roulette

Du spiller pa en roulette hvor der er 37 mulige resultater: 0..36.
| hvert spil saetter du din indsats pa dit lykketal nr. 13.

Find ved hjeelp af en kuglemodel:

1. Chancen for at dit lykketal kommer ud i lgbet
af de farste 10 spil.
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2. Chancen for at dit lykketal kommer ud i lgbet
af de farste 20 spil.

3. Risikoen for at dit lykketal ikke kommer ud
i lgbet af de farste 50 spil.

6. Toldeftersyn
| tolden bliver 10% af de rejsende udvalgt til et neermere
toldeftersyn.

| labet af en seeson passerer du tolden 10 gange. Hvad er
chancen for at du ikke nogen af de 10 gange bliver udvalgt til
toldeftersyn?

7. Hvornar kommer sedlen ud?

| et lotteri er der 20% chance for at din lotteriseddel bliver
udtrukket.

Beregn ved hjeelp af en kuglemodel:

1. Chancen for at din seddel kommer ud
i lgbet af 3 lotterier.
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2. Chancen for at din seddel kommer ud
i lgbet af 6 lotterier.

3. Risikoen for at din seddel ikke kommer ud
i lgbet af 10 lotterier.

8. To seksere
| et kast med to terninger er der en chance pa 1/36 for at fa to
seksere.

Beregn ved hjeelp af en kuglemodel:

1. Chancen for at f4 "To seksere" i Igbet af de farste 10 kast.

2. Chancen for at f4 "To seksere" i Igbet af de fgrste 18 kast.

3. Risikoen for ikke at fA "To seksere" i lgbet af de fgrste 36
kast.

9. To par

| et kast med 5 terninger er der en sandsynlighed pa 23% for
at fa "To par", som fx 35653.

Beregn ved hjeelp af en kuglemodel:

1. Chancen for at fa "To par" i lgbet af de farste 3 kast.

2. Chancen for at fa "To par" i Igbet af de farste 5 kast.
3. Risikoen for ikke at fa "To par" i lgbet af 10 kast.
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10. Fuldt hus
| et kast med 5 terninger er der en sandsynlighed pa 4%
for at fa "Fuldt hus", som fx 22333 eller 33555.

Beregn ved hjeelp af en kuglemodel:

1. Chancen for at fa "Fuldt hus" i Igbet af de farste 10 kast.
2. Chancen for at fa "Fuldt hus" i lgbet af de farste 20 kast.
3. Risikoen for ikke at fa "Fuldt hus" i Igbet af 50 kast.

11. Toens

Hvad er chancen for at et kast med to terninger giver to ens
gjental?

Beregn dernaest ved hjeelp af en kuglemodel:

1. Chancen for at f4 "To ens" i lgbet af de fgrste 5 kast.
2. Risikoen for ikke at f& "To ens" i lgbet af 10 kast.
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12 . Tombola
I en tombola er der 1000 sedler, hvoraf 50 med gevinst. Hvad
er chancen for at du far mindst én gevinst hvis du kaber:

1. 10 sedler 2. 20 sedler 3. 30 sedler

4. 40 sedler 5. 50 sedler 6. 100 sedler.
13. Hvornar bliver cyklen stjalet?
| et boligkvarter bliver 18% af cyklerne stjalet inden for en

periode pa et ar.

Hvad er chancen for at en cykel kan overleve 5 ar uden at
blive stjalet?

14. Kontrol i S-toget
| S-togene foretages der stikpragvekontrol af billetterne. Til
kontrollen udtages 5% af de rejsende.

Hvad er sandsynligheden for at du ikke kommer ud for en
kontrol i lgbet af de naeste 10 ture du tager med S-tog?

Og hvad er sandsynligheden for at du ikke kommer ud for en
kontrol i lgbet af 50 ture?

15. Skoleborn kommer til skade

Af Danmarks skolebgrn kommer hvert skolear 10% til skade i
klasseveerelset, i skolegarden eller pa vej til og fra skole.
Beregn ved hjeelp af en kuglemodel:

Chancen for at ingen af eleverne i en klasse pa 15 elever
kommer til skade i Igbet af naeste skoleér.
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4. Sjzldne handelser

Ved hjeelp af KUGLE 2 vil Sanne og Malene se pa sjeeldne
haendelser og deres forekomst over en tidsperiode. Det kan fx
dreje sig om at fa en stor gevinst i klasselotteriet. Hvor mange
ar vil der ga far deres seddel kommer ud? Og kan det betale
sig at spille videre p& en seddel som lige har faet en stor
gevinst?

En sjeelden haendelse kan ogsa veere noget ubehageligt. En
sjeelden ulykke er lige indtruffet. Hvornar kan det frygtes at den
indtreeffer igen?

Megen overtro knytter sig til forekomsten af sjseldne haendel-
ser: "Nér en sjaeelden haendelse lige er indtruffet, s& ma det
vare leenge inden den forekommer igen.“ Det er denne overtro
der giver sig udslag i radet om at man i et tordenvejr bar sgge
ly under et tree som tidligere er blevet ramt af lynet. Traeet har
jo allerede veeret udsat for den sjeeldne haendelse som et
lynnedslag er, derfor ma det nu veere et ret sikkert tilflugtssted!
Hvad mener du om det?

De bruger KUGLE 2

Sanne og Malene vil ved hjeelp af kuglemodeller se naermere
pa de sjaeldne haendelser. De ser farst pa en haendelse som
har en chance (eller risiko) pa 5% for at forekomme inden for
en bestemt tidsperiode, fx en periode pa 1 ar. Ved anvendelse
af KUGLE 2 vil de nu undersgge denne haendelse naermere.

En sandsynlighed pa 5% svarer til 1 mulighed ud af 20. De
kan derfor veelge en kuglemodel med 20 kugler hvoraf der er
én rad kugle. Kugleudtagelsen foregar med tilbagelaegning,
saledes at der ved hver udtagelse er en chance pa 5% for at
treekke en ragd kugle.
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Kuglemodellen afspejler den forelagte chancesituation pa
falgende made: Hver kugleudtagelse svarer til at vi ser pa et
tidsforlgb pé et ar. Hvis den udtagne kugle er rgd, forekommer
den sjeeldne haendelse inden for det pagaeldende ar. Hvis den
udtrukne kugle ikke er rad, forekommer haendelsen ikke i det
betragtede ar.

| aviser kan man se en haendelse der har en chance pa 5% for
at forekomme inden for et ar, omtalt som en hzendelse der
forekommer en gang for hver 20 &r. Vi vil nu se hvor meget
hold der er i det.

Vi lader KUGLE 2 udfgre 100 eksperimenter med den
opstillede model K2(20, 1, ja).

Her er resultaterne fra kgrslen som vi finder dem ved et klik pa
Statistik-knappen:

A Statistik

=7 = l{aan

Jtatistik over 100 eksperimenter ;I
Talowmrade Fraktil
i..1 1%
1..2 5%
1..3 10 %
1..6 25 % Gennemshit: 19.24
1..11 S0 % Max imum H Th
i..30 75 % Minimum : 1
1..44 S0 %
1..52 95 %
1..73 99 %
Talowride Frekvens
* .. 10 43.0 %
* 40. . 16.0 %

L«
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Til hgjre i oversigten ser vi at gennemshnittet af udtagelser i de
100 eksperimenter er 19.24 Det svarer til at den sjeeldne haen-
delse i gennemsnit forekommer med ca. 19 ars mellemrum. Vi
ser ogsa at 50%-fraktilen er 11, dvs. i halvdelen af eksperi-
menterne er den sjeeldne haendelse indtradt i lgbet af de farste
11 ar.

Men der er store variationer i antallet af ar vi matte vente pa
den sjeeldne haendelse: Fra 1 ar op til 76 ar.

| 10 eksperimenter indtraf den sjeeldne haendelse allerede i
lgbet af de farste tre ar. Og i fem tilfaelde matte vi vente i mere
end 52 ar fgr heendelsen indtraf!

Den forventede periode

En heendelse der har en chance pa 5% - altsa 1 ud af 20 - for
at forekomme inden for et ar, kan forventes at forekomme i
gennemsnit én gang for hver 20 ar. Dette kalder vi den for-
ventede periode for haendelsens forekomst. | vore 100 eks-
perimenter sa vi at den gennemsnitlige ventetid var 19.24,
altsa kun lidt mindre end den forventede periode. En ny karsel
af 100 eksperimenter vil sikkert ogsa give et resultat der kun
afviger lidt fra tallet 20. Afvigelser pa op til 10% fra den
forventede periode vil vaere helt almindelige ved karsler der
ikke omfatter mere end 100 eksperimenter.

Ved hjeelp af Statistik-knappen har vi beregnet hvad chancen
er for at vi kan klare os med hgijst 10 eksperimenter, og hvad
risikoen er for at vi ma bruge mindst 40 eksperimenter. Vi ser
at 43% af eksperimenterne kreevede 10 udtagelser eller der-
under. Det svarer til at den sjeeldne haendelse i 43% af tilfeel-
dene indtraf allerede inden for de fgrste 10 ar, altsa inden for
den farste halvdel af den forventede periode.

Vi ser ogsa at 16 af eksperimenterne kraevede mindst 40 udta-

gelser. Det betyder at i 16% af tilfeeldene matte vi vente mindst
40 ar pa at den sjeeldne hzendelse indtraf. Vi matte altsa i 16%
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af tilfeeldene vente laengere end det dobbelte af den forvente-
de periode.

Disse resultater er typiske for forekomsten af sjeeldne haendel-
ser. Hvis en sjaelden haendelse forventes at forekomme i gen-
nemsnit 1 gang for hver 20 ar, sa er der:

Ca. 40% chance for at heendelsen forekommer
inden for de fagrste 10 ar, altsd inden for farste
halvdel af den forventede periode.

Ca. 15% chance for at haendelsen farst
forekommer efter forlgbet af 40 ar, altsd efter
det dobbelte af den forventede periode.

Disse kendsgerninger vil vi kalde ,40-15 reglen for sjeeldne
heendelser:

40-15 reglen

Der er ca. 40% chance for at den sjeeldne
haendelse indtraeffer allerede inden for den
farste halvdel af den forventede periode.

Der er ca. 15% chance for at den sjeeldne
haendelse farst indtraeffer efter forlgbet af det
dobbelte af den forventede periode.

Ved vurderingen af sjeeldne heendelsers forekomster kan
denne regel veere en god hjeelp.

Er modellen den rigtige?

Nar vi her har belyst sjeeldne haendelsers forekomst ved
anvendelse af kuglemodeller, er der alene tale om heendelser
som kan beskrives pa passende vis ved modeller af denne art.
Det vil sige at haendelsens forekomst bestemmes ved udta-
gelse af kugler, og ved hver enkelt udtagelse er der samme
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chance for at den pageeldende haendelse indtreeffer. Der er
altsa ikke tale om situationer hvor chancen for at den betrag-
tede haendelse indtraeffer sendrer sig fra udtagelse til
udtagelse.

Det kan ikke altid umiddelbart afggres om hverdagens sjeeldne
haendelser kan beskrives ved den slags kuglemodeller. Ved
ulykker der forarsages af personers traethed eller af materia-
lers nedslidthed, kan det vel teenkes at risikoen for ulykkens
forekomst bliver starre og starre for hver tidsenhed der
forlgber.

Pa den anden side kan der ogsa veere tale om sjeeldne haen-
delser hvor personer far mere og mere erfaring med at
handtere den forelagte situation. Det kan bevirke at haendel-
sens sandsynlighed bliver mindre og mindre jo laengere tid der
gar.

Der méa derfor som altid hvor der gares brug af matematiske

modeller, foretages overvejelser over modellens rimelighed far
den anvendes pa den praktiske situation.
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5. Opgaver i sjaeldne handelser

1. Et storre antal eksperimenter
Lad KUGLE 2 udfgre 500 eksperimenter med modellen

K2(20,1, ja)
Unders@g om resultaterne stemmer med ,40-15 reglen®.

2. En gang pr. 10 ar

Undersgg ved hjeelp af en kuglemodel forekomsten af en
sjeelden heaendelse som i gennemsnit forekommer én gang for
hver 10 ar. Undersgg om resultaterne ogsa her stemmer med
,40-15 reglen®.

3. En gang pr. 50 ar

Undersgg ved hjeelp af en kuglemodel forekomsten af en
sjeelden heaendelse som i gennemsnit forekommer én gang for
hver 50 ar. Unders@gg om resultaterne stemmer med ,40-15
reglen®.

4. En gang pr. 100 ar

Undersgg ved hjeelp af en kuglemodel forekomsten af en
sjeelden heaendelse som i gennemsnit forekommer én gang for
hver 100 ar. Undersgg om resultaterne stemmer med ,40-15
reglen®.

5. Den sjaldne handelse indtraeffer tidligt

Undersgg ved hjeelp af kuglemodeller chancen for at en
sjeelden heendelse allerede indtraeffer inden for den farste
fierdedel af den forventede periode.

Og undersgg chancen for at den sjeelden haendelse allerede

indtraeffer inden for den farste tiendedel af den forventede
periode.
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6. En meget sjelden handelse
En sjeelden haendelse er vurderet til at ville indtreeffe 1 gang
for hver 1000 ar.

Hvad er chancen for at den indtraeffer i lgbet af
de fgrste 100 ar?

Hvad er chancen for at det varer mere end 2500 ar
inden den indtraeffer?

7. Tre seksere

| et kast med tre terninger er chancen for ,3 seksere® 1 ud af
216. Hvad er chancen for at du kan sla ,3 seksere” i lgbet af
25 kast? Hvad er risikoen for at du mé kaste mere end 100
kast for du far ,3 seksere*?

Hvor mange kast skal du udfgre for at have 50% chance for at
fa ,3 seksere“?

8. En ulykke pa et atomkraftvaerk

Pa de amerikanske atomkraftveerker blev en ulykke af en
bestemt type vurderet til at ville indtraeffe i gennemsnit 1 gang
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for hver 2000 driftsar. Nu indtraf den farste ulykke af denne art
allerede da reaktorerne havde en samlet driftstid p& 400 ar.

Undersgg ved en kuglemodel hvad sandsynligheden er for at
en ulykke indtreeffer sa tidligt. Har eksperternes risikovurdering
efter din mening veeret forkert?

9. Yatzy
Sandsynligheden for at sla Yatzy, dvs. ,5 ens” i et kast med
fem terninger er 1 ud af 1296.

Hvad er din chance for at sla Yatzy i lgbet af 100 kast med
fem terninger?

Hvad er din chance for at sla Yatzy i lgbet af 200 kast?

Hvad er risikoen for at du skal bruge mere end 500 kast for at
fa Yatzy?

10. Den mest sjeldne handelse

I KUGLE 2 kan du arbejde med en kugleseske der indeholder
op til 10 000 kugler. Den ,mest sjeeldne haendelse” du kan
lade KUGLE 2 kgre med er derfor en heendelse der har en
sandsynlighed pa kun 1 ud af 10 000 for at indtreeffe. - Kar
denne heendelse ved hjeelp af KUGLE 2 (brug fx 1000 eksperi-
menter) og unders@gg om ,40-15 reglen® ogsa stemmer for
denne sjeeldne haendelse.

11. Enarmet tyveknagt

Pa en spilleautomat har du en chance pa 3 ud af 8000 for at fa
den store gevinst, jackpot. Undersgg ved hjeelp af en
kuglemodel:

Chancen for jackpot i lgbet af 500 spil.

Chancen for jackpot i lgbet af 1000 spil.
Risikoen for ikke at fa jackpot i 2000 spil.
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To maskiner af denne slags er opstillet ved siden af hinanden.
Pa den ene er der spillet 100 spil siden sidste jackpot, pa den
anden er der spillet 5000 spil siden sidste jackpot. Hvilken
maskine ville du veelge at spille pa? Hvorfor?
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6. Kommer ulykker ofte tre ad gangen?

Sanne og Malene har ladet KUGLE 2 efterligne modellen
K2(100,1, ja). Den giver et billede af en haendelse, fx en
ulykke, som forekommer i gennemsnit 1 gang for hver 100 ar.

Her er en oversigt over resultaterne fra 100 eksperimenter.
Antal kugler der matte udtages for at fa en rad kugle:
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155

1584

123

73

118

354

50

35

47
63

Farste gang indtraeffer ulykken efter 155 ar, naeste gang efter

75 204
47 26
35 4
51 222

9 113

5 88
50 14
44 10

89 91
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4 7

12 92 26
12_22] 73
175 47 104
169 21 103
09 418 182
54 56 202
114 B4 112
76 49 B9

T 134 229
109 &2 129

163 80 67 255
62 17 277 149
40 26 126 23

250 28 157 16

5 590 59 203

167 90 28 261
107 56 [8_21
36 [24__14]162
146 307 218 31
52 356 18 41

75 ar, sa gar der 204 ar far den indtreeffer, men derefter gar
der kun 12 ar far ulykken indtreeffer igen. - Prav at finde det
starste tal i oversigten og det mindste.

Nogle gange sker det at der kun gar kort tid mellem to fore-
komster af ulykken. Lad os sige, at ,kort tid“ betyder en
fierdedel af den forventede periode, altsa 25 ar.

Undertiden sker det imidlertid at to tal i treek begge er under
25. Det er disse situationer der er fremhaevet i oversigten.
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| det farste af de understregede tilfeelde er der 12 ar mellem to
forekomster af ulykken, og dernaest gar der kun 22 &r inden
den forekommer igen:

Fra 1. forekomst til 2. forekomst: 12 &r
Fra 2. forekomst til 3. forekomst: 22 ar

dvs. at ulykken forekommer 3 gange inden for blot 34 ar.

Da man véd at der i gennemsnit vil ga ca. 100 ar mellem to
forekomster af ulykken, kan det overraske at der nu er 3
forekomster pa bare 34 ar.

Den slags overraskende resultater leegger man meerke til, og
pa grundlag af sddanne observationer kan det kendte
ordsprog veere opstaet:

Ulykker kommer ofte tre ad gangen!

Af oversigten kan du se at der er fire tilfeelde, hvor vi har en
sammenklumpning af tre ulykker. Fire i labet af 100 eksperi-
menter er jo ikke mange, men netop fordi disse sammen-
klumpninger virker overraskende, bliver man opmaerksom pa
dem.

Sanne og Malene undersgger sagen

Er der grund til at undre sig over sadanne sammenklump-
ninger? Sanne og Malene vil undersgge sagen. Og du kan
sagtens lave din egen undersggelse:

1. Kar nogle gange 100 eksperimenter med kuglemodellen
K2(100, 1, ja). Udskriv resultaterne, og undersgg hvor ofte
der forekommer en sammenklumpning af 3 ulykker (dvs. to
tal i traeek som begge er under 25).

2. Se pa en ulykke der forekommer i gennemsnit 1 gang for
hver 200 ar. Lad KUGLE 2 kare 100 eksperimenter. Teel op
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hvor tit der her forekommer sammenklumpninger af 3
ulykker. Husk at sammenklumpning her betyder to tal i treek
som begge er under 50.

3. Kgr nogle andre kuglemodeller hvor du selv bestemmer
hvor sjeelden den betragtede ulykke skal veere. Undersgg
ogsa her hvor tit der er sammenklumpninger af 3 ulykker.

Hvilke kommentarer har du nu til ordsproget: ,,Ulykker kommer
ofte 3 ad gangen®. Er der noget om snakken?
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FN Kugle123 Version 260701 o]
Filer EBediger | ¥elg Model Frovelosrsel Kaorsel Usikkerhedsinterval Hjzlp

- [ Kugle 1: Hvor mange rede kugler udtages?
Kugle 2: Hvornar urltages den farste rade kugle?

1. Modellen KUGLE 3

| et terningspil skal spillerne kaste med en terning. Hver spiller
skal kaste terningen indtil han har opnaet at fa bade en ener
og en toer. Det er ligegyldigt hvilket af de to gjental der
kommer farst. For hvert kast der udfares, skal spilleren betale
med et spillemeerke.

Hvad er mon chancen for at en spiller kan ngjes med at betale
5 spillemeerker? Og hvad er risikoen for at han ma af med
mere end 10 spillemaerker for at opna de to eftertragtede
gjental?

Sanne og Malene vil undersgge spillechancerne ved hjeelp af
programmet KUGLE 3.

| KUGLE 3 foreligger der en kuglemodel med en aeske med
kugler. Lige som i KUGLE 1 og KUGLE 2 er nogle af aeskens
kugler rade.

Fra sesken udtages kugler én for én indtil alle rade kugler er
udtaget. Sa snart alle rgde kugler har veeret udtaget, stopper
spillet. Man kan sige at KUGLE 3 er en "ventemodel ", v
venter pa den sidste regde kugle.

Sanne og Malene gar ind i programmet KUGLE 123 og veelger

Ny model. Derefter veelger de KUGLE 3. Pa skeermen kan de
nu give oplysninger om den kuglemodel de vil anvende.
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Ny Model E3

Hwvor mange kugler er der 1 &sken [1..10000)? IE

Hwor mange af kuglerne er rade [mindst 1)? |2

Yalg:

¥ iEn kugle kan udtages flere gange!

Her har de fortalt KUGLE 3 hvad situationen er: Der er 6
kugler i aesken og 2 af dem er rgde. Udtagelsen foregar med
tilbagelaegning. Samme kugle kan udtages flere gange.

Codl |

I ®#sken findes kugler nr. 1..6
Fmde kugler nr. 1..2

Et eksperiment hestdr i at udtage kugler
indtil alle rede kugler er udtaget

Samme kugle kan udtages flere gange.

Programmet giver dem som ssedvanlig en meddelelse om
hvilken kuglemodel de har indtastet. Denne model vil vi kort
notere ved:

K3(6, 2, ja)

Det betyder at de benytter KUGLE 3 med 6 kugler hvoraf 2
er rgde, og samme kugle kan udtages flere gange.

De foretager nu en prgvekgrsel af den valgte model:
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Prevekersel:
Der blev foretaget
19

udtagelser fsr alle rogde kugler var udtaget

Prgvekgarslen viser at der blev foretaget 19 udtagelser far
begge de rgde kugler var blevet udtaget. Hvis vi overseetter
det til terningkast, sa betyder det at de matte kaste ternin-
gen 19 gange fagr de havde faet bade en ener og en toer.

De vil nu se hvordan det ser ud nar de udfgrer et stagrre
antal forsgg.

En serie af eksperimenter
De gar over til Karsel. De lader KUGLE 3 udfare 20 eksperi-
menter. Her er tallene fra de 20 eksperimenter:

BN Kuglel23 Version 260701 M ES
Filer Rediger YwmlgModel Provekersel Kersel Usikkerhedsinterval Hjzlp
Bl 2| &] el o 2| = E|aH
Kugle 3: Hvornar er alle rode kugler udtaget?
|

Antal kugler der blev udtaget i de 20 eksperimenter

14 3 3 [ 11 9 [ 13 13 3
15 13 16 10 8 10 T 2 2 15

Pa skaermen ser de hvor mange kugler der matte udtages far
begge de rgde kugler var udtaget. De kan se at det mindste
antal var 2 udtagelser, det betyder jo at begge udtagelser har
givet en rad kugle. — Det starste antal de matte udtage, var 16
kugler.

De veelger nu Oversigt:
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Brug KUGLE 3!

Antal udtagne Antal Antal Kumuleret
kugler eksperimenter i %

2 2 10.00 10.00
3 3 15.00 25.00
] 2 10.00 35.00
7 1 5.00 40.00
:] 1 5.00 45.00
9 1 5.00 50.00
10 2 10.00 60.00
11 1 5.00 65.00
13 3 15.00 80.00
14 1 5.00 85.00
15 2 10.00 95.00
16 1 5.00 100.00

Udfert i alt: 20 eksperimenter

Gennemsnit: Antal kugler pr. eksperiment: 8.95

Oversigten fremlaegges i en sumtabel. Af tabellen kan de se at
der var 2 af de 20 eksperimenter hvor de kunne klare sig med
2 udtagelser. Tabellen viser ogsa at der var 7 eksperimenter
hvor de matte udfgre mere end 12 udtagelser fgr begge de to
rgde kugler var udtaget.

Den nederste linje forteeller at de i gennemsnit matte foretage
naesten 9 udtagelser far begge de rgde kugler var udtaget.

De henter nu data fra 100 eksperimenter.

De foretager en karsel af en serie pa 100 eksperimenter med
modellen: K3(6, 2, ja).

De springer oversigten over og gar til Statistik-knappen:
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A Statistik

R

Talomrade: IZD ..

Procent: I 0K |

Jtatistik over 100 eksperimenter ;I
Talomrade Fraktil
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Talomride Frekvens

+

1..5 36.0 %
+ 20. . 4.0 %

-

Til hgjre i vinduet ser de at de i gennemsnit matte bruge 8.48
udtagelser for at fa begge de rade kugler. Det stgrste antal
udtagelser var 36, det mindste antal var 2.

Af tabellen kan de se at 50%-fraktilen (medianen) er 7. Det vil
sige at de i 50% af eksperimenterne kunne klare sig med op til
7 udtagelser for at fa begge de rgde kugler.

| talomrade-feltet indtastede de omradet 1..5 og programmet
svarede med 36%. Det vil sige at de i 36% af eksperimenterne
kunne klare sig med op til 5 udtagelser. De har derefter
indtastet omradet fra 20 og opefter. Programmet fortzeller at
chancen for at skulle foretage 20 udtagelser eller derover er
4%.

Prov selv

1. Gaind i KUGLE 3 og indtast modellen K3(6,2, ja). Kontroller
at programmet viser den rigtige model pa skeermen.
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Brug KUGLE 3!

Ga derefter til knappen Ny karsel og bed om 100 eksperi-
menter. Klik pa Oversigt-knappen eller Statistik-knappen.

. Undersgg hvad chancen er for at du kan klare dig med 5
udtagelser? Med 10 udtagelser? Og hvad er chancen for at
der skal bruges mere end 20 udtagelser?

. Foretag en ny kgrsel, denne gang med 500 eksperimenter.
Besvar igen spagrgsmalene om hvad de forskellige chancer
er. Print Statistikken ud. Klik pa Graf-knappen, og print
grafen ud.
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Brug KUGLE 3!
2. Et lotteri

| Malenes klasse laver eleverne et lille lotteri. Der er 25 sedler,
og der er gevinst pa 3 af dem.

Da Malene kgber sin lodseddel, ser hun at der allerede er
solgt 13 sedler. Hvad er mon risikoen for at alle gevinstsedler
allerede er solgt?

Hun vil besvare spagrgsmalet ved hjeelp af KUGLE 3. Hun
benytter modellen K3(25, 3, nej).

Der er jo 25 sedler og 3 af dem er med gevinst. Samme sed-
del kan ikke seelges flere gange, sa Malene benytter kugle-
udtagning uden tilbagelsegning.

Hun lader nu KUGLE 3 udfgre 20 eksperimenter.

Af oversigten nedenfor kan hun se at 8 er det mindste antal
udtagelser der skulle til far alle tre r@de kugler var udtaget.
Men der var ogsa fem eksperimenter hvor der matte hele 25
udtagelser til. Flere end 25 udtagelser kan hun i gvrigt ikke
komme ud for, der er jo kun 25 kugler i aesken.

Oversigten forteeller at i 25% af eksperimenterne var alle de
rede kugler udtaget allerede nar der var foretaget 13 udtagel-
ser.

Her har vi s& et svar pa Malenes problem: Der er en risiko pa

ca. 25% for at alle gevinstsedler er solgt blandt de 13 farste
sedler.
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Antal udtagne Antal Antal Kumuleret
kugler eksperimenter ix &

8 1 5.00 5.00
10 1 5.00 10.00
12 2 10.00 20.00
13 1 5.00 25.00
16 1 5.00 30.00
17 1 5.00 35.00
19 2 10.00 45.00
20 2 10.00 55.00
21 1 5.00 60.00
22 2 10.00 T0.00
24 1 5.00 T5.00
25 5 25.00 100.00

Udfesrt i alt: 20 eksperimenter

Gennemsnit: Antal kugler pr. eksperiment: 19.00

Prov selv

1. Lad KUGLE 3 udfare 100 eksperimenter, og giv pa grundlag
heraf et svar pad Malenes problem. Brug Statistik-knappen.

2. Gentag karslen og sammenlign resultaterne fra de to
karsler.

3. Undersgg Malenes chancer hvis der havde veeret 5
gevinster pa de 25 sedler.
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3. En bogklub

Ved nogle chancesituationer vil vi kunne anvende kugle-
modellen i KUGLE 3 til at undersgge hvor mange udtagelser
der skal til for at udtage alle kugler i aesken. En sadan
udtagelse er selvfglgelig med tilbagelaegning. Ved udtagelse
uden tilbageleegning ville vi jo pa forhand vide hvor mange
udtagelser der skulle til for at udveelge alle seskens kugler.

Vi ser pa en chancesituation hvor alle kugler skal udtages.

Sanne er medlem af en bogklub. Hver gang hun kgber en bog,
modtager hun ,en lykkepose” med en nummerseddel i. Pa
sedlen star et af tallene 1, 2, 3...,10. Nar Sanne har samlet et
helt seet af nummersedler, vil hun kunne udveelge sig en bog
fra et af klubbens kataloger. Hvor mange bgger skal Sanne
mon kgbe far hun har et helt seet af nummersedler?

Der findes 10 forskellige nummersedler, sa det kan selvfal-
gelig forekomme at Sanne allerede efter at have kabt 10
bager har faet fat pa alle 10 sedler. Men s heldig kan hun nok
ikke regne med at vaere. Hun er da ogsa mere interesseret i at
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Brug KUGLE 3!

vide hvor mange bgger man i gennemsnit skal kabe for at fa et
helt seet nummersedler.

Bogklubben oplyser at sedlerne er tilfeeldigt fordelt i lykke-
poserne, og at der ikke er nogen skaevhed i antallet af de
forskellige sedler. Sanne kan derfor g& ud fra at hver af de 10
sedler har samme chance for ,at komme ud®“ nar hun kgber en
ny bog.

Sanne vil nu efterligne bogkgbene ved hjeelp af en kugle-
model. Hun benytter her modellen K3(10, 10, ja).

| kuglesesken er der jo 10 kugler, og de er alle rgde. Fra
gesken skal udtages kugler indtil alle kugler har veeret udtaget.

Vi lader KUGLE 3 foretage to pra@vekarsler Ved den farste blev
resultatet at der skulle udtages 17 kugler far alle rade kugler
var udtaget.

Ved den neeste pravekarsel var resultatet ikke s& opmun-
trende. Her skulle der udtages 54 kugler far alle rgde kugler
var udtaget.

Af de to pravekarsler kan Sanne jo ikke fa seerlig meget at

vide om chancerne ved bogkgbene. Hun udfgrer derfor 20
eksperimenter.
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Antal udtagne Antal Antal Kumuleret
kugler eksperimenter i% %

18 1 5.00 5.00
20 4 20.00 25.00
21 1 5.00 30.00
22 3 15.00 45.00
23 1 5.00 50.00
25 2 10.00 60.00
27 1 5.00 65.00
28 1 5.00 70.00
29 1 5.00 75.00
30 1 5.00 80.00
40 1 5.00 85.00
42 1 5.00 90.00
45 1 5.00 95.00
46 1 5.00 100.00

Udfert i alt: 20 eksperimenter

Gennemsnit: Antal kugler pr. eksperiment: 27.25

Af oversigten ser hun at antallet af kugleudtagelser varierer fra
18 til 46. | gennemsnit er der udtaget 27.25 kugler pr. eksperi-
ment. Det svarer til at bogklubbens medlemmer ma regne med
i gennemsnit at skulle kgbe ca. 27 bager for at fa et fuldstaen-
digt seet af nummersedler. Det var jo betydeligt bedre end de
54 fra prgvekgarslen.

Oversigten viser at chancen for at Sanne kan klare sig med at
kgbe under 25 bager er 50%. Hun kan ogsa se at risikoen for
at hun ma kabe mere end 40 bgger er 15%. - Men som
saedvanlig vil hun ikke stole for meget pa et lille talmateriale.
Der ma udfares nogle flere eksperimenter.

Prov selv

1. Lad KUGLE 3 efterligne bogkgbet ved 100 eksperimenter.
Giv derefter dit bud pa falgende:

1. Hvor mange bgger ma Sanne i gennemsnit regne
med at kabe far et helt seet nummersedler foreligger?
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2. Hvad er Sannes chance for at hun kan slippe med at
kgbe hgjst 20 bgger?

3. Hvad er Sannes risiko for at hun m& kegbe mere end
30 bgger?

4. Hvad er Sannes risiko for at hun ma kgbe mere end
40 bgger?

2. Gentag kgrslen og sammenlign resultaterne fra de to
karsler.

3. Find ud af hvad det betyder for Sannes bogindkgb at
bogklubben saetter antallet af nummersedler op til 20:

Hvad bliver nu gennemsnittet af antal bogkab?

Hvad er chancen for at Sanne kan klare sig med
at kabe hgjst 40 bager?

Hvad er risikoen for at hun ma kgbe mere end 60 bgger?
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Brug KUGLE 3!
4. Los opgaver med KUGLE 3

| opgaverne skal du nu selv prgve at lgse chanceproblemer
ved hjeelp af en KUGLE 3. Veer omhyggelig med opstilling af
modellen og overvej ngje om det er en brugbar model du har
opstillet. Pas isaer pa om der er tale om en udtagelse hvor
samme kugle kan udtages flere gange, eller om dette ikke er
tilladt.

Lad derefter KUGLE 3 kare den opstillede model. Benyt
mindst 100 eksperimenter, og gerne 200 eller flere, far du
seetter tal pa de sggte chancer.

Pragv ogsa at sammenligne forskellige kersler af programmet,
og undersgg hvor godt resultaterne stemmer overens. Er der
veesentlige forskelle, s kar programmet endnu en gang.

1. Banko

Ved et tallotteri udtraekkes tal, et for et og uden tilbage-
laegning, fra tallene 1,2,3,...,90. P& hvert af lotteriets
spilleplader findes 15 af disse tal.
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Sanne deltager i spillet med en enkelt plade. Beregn falgende
chancer ved hjeelp af en kuglemodel:

1. Chancen for at alle Sannes 15 tal er med blandt de
farste 75 tal der udtreekkes.

2. Chancen for at alle Sannes 15 tal er med blandt de
farste 80 tal der udtraekkes.

2. Mere Banko: En rakke er fyldt op

Pa spillepladen i Banko-spillet har Sanne to af de farste 10 tal
der udtreekkes. De er begge placeret i den gverste reekke pa

hendes spilleplade. Hun mangler nu de sidste tre tal i reekken
for at fa ,Banko*.

Hvad er chancen for at de manglende tre tal bliver
udtrukket mellem de naeste 25 tal?

Hvad er chancen for at de bliver udtrukket mellem
de naeste 40 tal?

3. Alle seks

Sanne vender tilbage til spillet ,Alle seks“: En terning kastes
indtil alle seks mulige gjental er forekommet i kasteraekken.
Sanne tilbyder Malene at deltage i spillet pa falgende
betingelser:

Hvis du kan fa ,Alle seks” med hgjst 10 kast, far du
udbetalt 10 kr. Hvis du bruger mere end 10 kast,
skal du betale 10 kr.

Undersgg ved hjeelp af en kuglemodel om Malene bgr
modtage Sannes tilbud.

4. Mere om ,,Alle seks*
Sanne tilbyder nu Malene at deltage i ,Alle seks” pa falgende
vilkar:

121



Brug KUGLE 3!

Du betaler 1 kr. pr. kast. Til gengeeld far du
udbetalt 10 kr. nar du har slaet ,Alle seks".

Afgar ved hjeelp af en kuglemodel hvor god en forretning dette
spil er for Sanne.

5. Tyggegummi

| tyggegummipakker indlsegges nummersedler med numrene
fra 1 til 25. Den der har et fuldsteendigt seet far en cd som
preemie. Hvor meget tyggegummi ma du i gennemsnit kabe for
at fa cd'en?

6. Du mangler 10 sedler

Af nummersedlerne fra opgave 5 har du allerede byttet dig til
de 15 sedler. Du mangler nu 10 for at have et fuldsteendigt
seet. Hvor meget tyggegummi skal du regne med at kgbe for at
fa de 10 manglende sedler?

7. Roulette
Undersgg ved hjeelp af en kuglemodel hvor mange spil der i
gennemsnit skal spilles fgr alle 37 numre er kommet ud.

Hvad er chancen for at alle 37 numre er kommet ud i Igbet af
100 spil? 150 spil?

8. Fadselsdage i alle maneder
| Malenes klasse er der ingen der har fadselsdag i juli, men
alle andre maneder er fgdselsdagsmaneder i klassen.

Undersgg ved hjeelp af en kuglemodel hvad chancen for at alle
arets maneder er fgdselsdagsmaneder i en klasse med:

(1) 20 elever (2) 24 elever (3) 28elever
Hvor mange elever skal der mon veere i klassen for at der er

50% chance for at alle arets maneder er fgdselsdagsmaneder
i klassen?
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9. Richsbilleder

| gamle dage samlede bgrnene pa Richsbilleder. | hver pakke
Richs (kaffeerstatning) var der et billede. | alt fandtes der 196
billeder i serien.

Undersgg ved hjeelp af en kuglemodel hvor mange pakker
kaffeerstatning man i gennemsnit skulle kabe for at fa alle
196 Richsbilleder.

10. De to rode esser
Fra et seet spillekort med 52 kort udtages kort, et for et og
uden tilbagelaegning, indtil begge de r@de esser er udtaget.

Hvad er chancen for at de to rgde esser er med blandt de
farste 10 kort der udtages?

Hvad er chancen for at de to rade esser er med blandt de
farste 26 kort?

11. Alle fire esser
Nu skal alle fire esser i kortspillet fra opgave 10 udtreekkes.

Hvad er chancen for at alle fire esser er blandt de fgrste 26
kort der udtraekkes?

Hvad er risikoen for at der skal treekkes mindst 48 kort far alle
4 esser er udtrukket?

12. Fodselsdage udtraakkes
| et ugeblad udtraekkes hver uge 10 af arets 365 dage. En dag
der er udtrukket, kan ikke udtraekkes igen.

| en familie pa 5 medlemmer venter man pa at deres 5
fgdselsdage bliver udtrukket.

Hvad er chancen for at familiens 5 fgdselsdage bliver
udtrukket i lgbet af det farste halve ar (= 26 uger)?
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Hvad er risikoen for at familien ma vente i mere end 30 uger
for alle 5 fgdselsdage er udtrukket?

Hvad er risikoen for at de ma vente i mere end 35 uger far
familiens 5 fgdselsdage alle er udtrukket?

13. Lykkehjulet i Tivoli
Malene spiller pa tre af lykkehjulets 24 numre.

Hvad er chancen for at alle Malenes tre tal kommer ud i lgbet
af de fagrste 10 spil?

Hvad er chancen for at de kommer ud i Igbet af de fgrste 20
spil?

Hvad er risikoen for at der skal spilles mere end 50 spil far alle
tre tal er kommet ud?

14. De 36 forskellige terningkast

Malene ved fra undervisningen i chancelaere i skolen at det er
en god ide at arbejde med 36 forskellige muligheder i et kast
med to terninger.

Hun stiller sig fglgende opgave: Hvor mange gange kan hun
forvente at skulle kaste de to terninger, en rgd og en sort
terning, for hun har set alle de 36 mulige resultater?

Hvad er chancen for at hun kan klare det med 100 kast?

15. Fodselsdage pa skolen

Hvor mange elever skal der i gennemsnit vaere pa en skole
hvis der hver eneste af arets 365 dage er en elev pa skolen
der har fgdselsdag?
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Hvor mange elever skal der vaere pa skolen hvis der skal
veere 50% chance for at hver af arets dage er fadselsdag pa
skolen?

Find ud af hvor mange elever der er pa din skole. Hvad er
chancen for at hver af skolearets mandage er fadselsdag for
en elev pa din skole? - Et skoledr indeholder 40 mandage.

Hvor mange elever skal der veere pa skolen hvis der skal veere
50% chance for at alle skolearets mandage er fadselsdag pa
skolen? - Hvor mange elever skal der i gennemsnit vaere pa
skolen hvis hver eneste af skolearets mandage skal vaere
fedselsdag for en elev pa skolen?
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"Leer om chancer" henvender sig til skoleelever som
ansker at fa et indblik i chancernes spaendende verden.

Bogen viser hvordan de to piger Sanne og Malene arbej-
der med problemer fra chancelaeren.

Gennem anvendelse af computeren gar de pa jagt efter
faglige oplevelser inden for sandsynlighedsregningen, og
undervejs mgder de faglige udfordringer som de tager op
med computeren som et vigtigt veerktg;.

| "Laer om chancer" arbejdes med statistiske sandsynlig-
heder: De ukendte chancer og risikoer belyses gennem
indsamlede data fra chanceeksperimenter. Sanne og
Malene far sdledes ikke indblik i matematikken gennem
teoretiske udledninger og gennem beviser for mate-
matiske saetninger, men gennem eksperimenter der
bygger pa brugen af matematiske begreber. Det betyder
ikke at matematiske reesonnementer og argumenter er
overflgdige, de vil ofte med udbytte kunne udfolde sig i
tilknytning til overvejelserne over de erfaringer der er
hentet i de matematiske eksperimenter.

| arbejdet benytter Sanne og Malene to lettilgaengelige
computerprogrammer, LOD og KUGLE123, som vil veere
velkendte for alle skoler der er medlem af INFA-Klubben.

En fagdidaktisk baggrund for fremstillingen i "Laer om
chancer" er givet i publikationen:

"CHANCE - Et it-leeremiljg”, INFA 2002.
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