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Forord

Denne bog behandler grundleeggende emner fra den induktive
statistik: Tilretteleeggelse af hypotesetest og beregning af
konfidensintervaller.

Bogen henvender sig til matematikleerere i grundskolen som i
deres uddannelse har stiftet bekendtskab med emner fra
sandsynlighedsregning og statistik. Fagligt set vil den ogsa
kunne give en indfaring i omradet som kan benyttes af elever i
grundskolen med seerlig evne og interesse for matematik. Det
geelder i seerlig grad for elever som har erfaringer fra arbejdet
med INFA-programmerne LOD og Kuglel.

De faglige emner i bogen er bygget op om stikprgveudtagelse
med tilbagelaegning og den tilhgrende sandsynlighedsmodel:
Binomialfordelingen.

Fremstillingen fglger den paedagogiske ide der er gaeldende
for alle INFAs materialer: Indsigt gennem anvendelse. Gen-
nem brugen af faglige veerktgjer som er samlet i computer-
programmet INSTAT, gives en indfgrelse i det faglige omrade.
Der lzegges vaegt pa at leeseren bliver fortrolig med at anvende
veerktgjerne og med at fortolke resultaterne fra en forelagt
hypotesetest. En teoretisk behandling af de faglige emner star
derfor ikke forrest, men kan eventuelt komme pa tale i en
senere fase.

En lang raekke af opgaver er knyttet til teksten, og de giver
leeseren gode muligheder for at afprgve den faglige indsigt.

Allan C. Malmberg
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Indholdsbeskrivelse

Afsnit 1- 4: BIN-Modeller

| bogens indledende fire afsnit gives en indfgring i den mate-
matiske model, binomialfordelingsmodellen, der kan benyttes
ved beskrivelse af stikprgveudtagelse med tilbagelaegning.
Stikprgveudtagelsen foretages fra en seske der indeholder
kugler af to slags: rade kugler og kugler der ikke er rgde.
Bogens farste 13 afsnit bygger pa denne model som benaev-
nes en BIN-Model.

| tilknytning til indfaringen introduceres INFA-programmet
INSTAT. Dette program indeholder alle de matematiske veaerk-
tojer der geres brug af i bogens behandling af de faglige em-
ner.

Gennem en raekke eksempler vises hvorledes der gennem an-
vendelsen af en passende BIN-Model kan hentes oplysninger
om chancevurderinger i tilknytning til stikprgveudtagelser. En
seerlig rolle spiller BIN-Modellernes midteromrader, fx det mid-
teromrade der indeholder 90% af modellens sandsynligheder.

Nar der udfgres en stikpraveudtagelse, siger vi at der foreta-
ges en observation i tilknytning til den anvendte BIN-Model. En
sadan observation kan give et antal af rade kugler der er i god
overensstemmelse med den benyttede model, eller den kan
give et antal der afviger fra modellen. Vi har da opnaet en
sakaldt signifikant observation.

| fremstillingen behandles fgrst situationer hvor stikprgvestar-
relsen er kendt, dvs. at den benyttede BIN-Model er ngje fast-
lagt. Her kan INSTAT beregne midteromrader med givne
sandsynligheder. Derefter ser vi pa situationer med ukendt
stikprgvestgrrelse. Her vil krav til udstraekningen af testens
midteromrade fastleegge den ngdvendige stikpravestgrrelse.

De fire afsnit afsluttes med en omfattende samling af opgaver.
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Opgaverne lgses ved brug af BIN-Modeller, og de vil vise hvor
forskelligartede situationer der lader sig beskrive ved modeller
af denne type.

Afsnit 5-6: Konfidens

| de foregdende afsnit har vi haft kendskab til indholdet af den
aeske hvorfra stikprgveudtagelsen er foregaet: Vi har vidst
hvor stor en andel af kuglerne der var rgde. Det svarer til at vi
har kunnet opstille en BIN-Model med den rette binomialsand-
synlighed.

Vi ser nu pa den situation at vi udtager kugler fra en seske
hvor andelen af rade kugler er ukendt. Vi skal da pa grundlag
af resultatet af en stikpraveudtagelse give et bud pa hvad den
ukendte andel af rgde kugler i aesken kan veere.

Vore overvejelser vil resultere i et sdkaldt konfidensinterval for
den ukendte andel af rade kugler i aesken. Til eksempel kan vi
na frem til at et 90%-konfidensinterval er givet ved intervallet

0.21..0.28.

| fremstillingen gar vi neermere ind pa hvordan et sadant kon-
fidensinterval kan fortolkes.

Afsnit 7-12: Testgraf

Disse afsnit udger den centrale del af bogen. Her behandles
hypotesetestningens grundbegreber, sdsom godtagelse og
forkastelse af den opstillede hypotese, fejl af farste og anden
art og enkeltsidede og dobbeltsidede test.

Behandlingen bygger pa et fagligt hjeelpemiddel, en testgraf.
Til programmet INSTAT indtastes binomialsandsynligheden og
stikprgvestgrrelsen samt den accepterede risiko for fejl af far-
ste art. Programmet beregner da til de givne oplysninger en
hypotesetest med angivelse af godtagelsesomrade og forkas-
telsesomrade. | tilknytning hertil udskives en graf, en testgraf,
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som i en grafisk fremstilling viser chancen for at hypotesen
godtages ved de mulige stikprgveresultater.

| afsnit 9 undersgges sammenhaengen mellem begreberne
hypotesetest og konfidens. Hypotesetestning og konfidens-
beregning indgar i det faglige omrade som kaldes Induktiv
statistik.

Afsnit 13-14: BIN-Test

Der opstilles krav til en hypotesetest: Testens signifikansni-
veau angives, og tillige angives den maksimalt tilladte fejl af
anden art for én eller to hypotesesandsynligheder.

INSTAT vil da beregne en test som opfylder de stillede krav:
For testen beregnes stikprgvestarrelsen, godtagelsesomradet
samt testens signifikansniveau og dens risiko for fejl af anden
art.

Afsnit 15-16: To eksempler pa signifikanstest

Vi afslutter arbejdet med test af hypoteser med to eksempler
pa test. Vi ser her pa en Modeltest og en Forskelstest. De to
test vil give et indblik i hvordan der kan foretage statistiske
beslutninger ud fra forelagte seet af data.

Ved de to test betragter vi alene fejl af 1.art. Vi opstiller altsa
kun krav til testens signifikansniveau og omtaler derfor de to
test som signifikanstest. Det betyder at vi har styr pa risikoen
for at testen fejlagtigt forkaster en sand hypotese. Derimod har
vi ikke nogen talveerdi for sandsynligheden for at en fejlagtig
hypotese godtages af testen. - Til begge test er knyttet en
samling af opgaver.
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BIN - Modeller

1. Oplysninger gennem stikprgver

| en seske findes der kugler. Nogle af kuglerne er rade. Fra
aesken udtager du ved tilfeeldig udtraekning kugler én for én.
Hver gang en kugle er udtaget fra sesken, noterer du om det
var en rgd kugle, derefter leegger du kuglen tilbage i sesken far
naeste udtagelse. Der er tale om "udtagelse med tilbageleeg-
ning".

Kugleudtagelsen fra aesken kan veere et billede, en model, af
mange forskellige chancesituationer. Hvis du har arbejdet med
EMMA-temaet KUGLE123, har du haft lejlighed til at se mange
kuglemodeller til Igsning af et bredt udvalg af opgaver som
vedrgrer chancer og risikoer.

Vi skal her bruge kuglemodeller til at belyse en reekke spgrgs-
mal som har at ggre med udtagelse af stikpragver. Som du skal
se er der mange chancesituationer der kan opfattes som stik-

preveudtagelser.

2. Fra model til data

Vi teenker os en aeske hvori andelen af rgde kugler er 0,4, alt-

sa 40%. Fra aesken udtager vi en lille stikprgve pa kun tre kug-
ler. Udtagelsen foregar pa seedvanlig made: kuglerne udtages
én for én med tilbageleegning efter hver udtagelse.

Hvad er chancen for at vi far en stikprgve som indeholder én
rad kugle? Og hvad er chancen for to rgde kugler?

Vi kan besvare disse spgrgsmal ved hjeelp af et chancetree.
Her er billedet af et chancetree fra INFA-programmet TRA:
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A3 0.40 , 00640
A2 0.40
B3 0.60 , 00960
A1 0.40
A3 0.40 5 00960
B2 0.60
B3 0.60 g 01340
A3 0.40 5 00960
A2 0.40
B3 0.60 g 01440
B1_ 0.60
A3 040 . 04440
B2 0.60
B3 0.60 g 02160

Der er tale om et 2*2*2-trae: Ved hver af de tre kugleudtagel-
ser er der to muligheder: Der udtages en ragd kugle, eller der
udtages en kugle som ikke er rgd. At der udtages en ragd kugle
svarer til de grenstykker i treeet der er afmaerket med A. Pa
disse grene finder du tallet 0.40, det er sandsynligheden for at
der udtages en rgd kugle.

Alt i alt indeholder treeet 8 grene. Den gverste gren i traeet sva-
rer til at der udtages tre rade kugler, grenen indeholder jo tre
A'er. Og der er ikke andre grene i treeet som indeholder tre
A'er. Vi ser at sandsynligheden for denne haendelse er 0.0640.
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Denne sandsynlighed kommer vi frem til ved at multiplicere de
tre sandsynligheder pa grenen:

0,40-0,40-0,40= 0,0640

Vi kan nu finde de grene i treeet som svarer til at der udtages
netop én rgd kugle. Det er de grene som indeholder ét A og to
B'er: gren nr. 4, nr. 6 og nr. 7. Hver af disse grene har en
sandsynlighed pa 0.1440. Den samlede sandsynlighed pa de
tre grene er da 3x0.1440 = 0.4320. Der er derfor ca. 43%
chance for at stikprgven vil indeholde én rad kugle.

Vi ser herefter pa de grene der svarer til to rgde kugler: gren
nr. 2, nr. 3 og nr. 5. Hver af disse tre grene har en sandsynlig-
hed p& 0.0960, i alt 0.2880. Der er altsa ca. 29% chance for at
stikprgven vil indeholde to ra@de kugler.

En lille oversigt
Vi kan ud fra traeet opstille en tabel over de muligheder der
foreligger:

Chancen for 3 rgde kugler (gren 1): 0.0640
Chancen for 2 rgde kugler (gren 2, 3 og 5): 0.2880
Chancen for 1 ragd kugle (gren 4, 6 og 7): 0.4320
Chancen for 0 rgde kugler (gren 8): 0.2160

Pa denne made kan de teoretiske chancer udregnes i situatio-
ner med stikprgveudtagelser. Hvis der udtages mange kugler,
vil chancetraeerne dog blive ganske uoverskuelige, sa da ma
man ngjes med at teenke sig til dem.

Det er sddanne chancetraeer der ligger bag programmet
INSTAT som kan udregne chancer vedrgrende antallet af rade
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kugler ved stikprgveudtagelser. Ga ind i INSTAT og vaelg BIN-
Model. Veelg derefter "Stikpravestarrelse kendt"

Farst skal du nu forteelle programmet hvad den kendte andel
af rade kugler i sesken er. Vi kan fx vaelge at se pa en BIN-
Model hvor andelen af rade kugler i sesken er 25%. Du indtas-
ter derfor: 0.25.

Derefter spgrger programmet om stikpragvens stgrrelse, dvs.
hvor mange kugler der skal udtages. Du indtaster her: 20. Vi
ser altsa pa en stikprgve der indeholder 20 kugler.

Pa skeermen kommer nu et grafisk billede af den valgte BIN-
Model. Pindediagrammet giver en oversigt over hvad chancer-
ne er for de forskellige antal af rade kugler i stikpraven pa 20
kugler. Vi kan af diagrammet de at den stgrste chance forelig-
ger ved 5 rgde kugler.

% Andelen af rede kugler: 0.2500
Stikprevenzs sterrelse: 20
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Pa skeermen kommer ogsa falgende beregninger:

Midteromrade Sandsynlighed
4..6 50%
3.7 75%
2..8 90%
2..9 95%
1..10 99%

Denne tabel giver os nogle nyttige oplysninger om den forelag-
te kugleudtagelse. Den forteeller at der er 50% chance for at
antallet af rgde kugler i stikpraven bliver fra 4 til 6, altsa at an-
tallet bliver 4, 5 eller 6 rgde kugler.

Tabellen fortzeller ogsa at der er 90% chance for at antallet af
rede kugler i stikpraven bliver fra 2 til 8. Der er altsa 90%
chance for at fa fra 2 til 8 gevinster i de 20 spil.

Disse udregninger af gevinstomrader for sandsynlighederne
50%, 75%, 90%, 95% og 99% foretages helt automatisk af
programmet. Ofte er det nemlig den slags oplysninger der er
mest behov for i forbindelse med en stikpraveudtagelse, sa
derfor har vi ladet programmet udfgre disse beregninger hver

gang.

Du kan imidlertid selv bestemme hvad programmet yderligere
skal beregne. Du kan indtaste et omrade og fa beregnet sand-
synligheden for dette omrade. Benyt feltet "Indtast omrade".

Nar du fx indtaster omradet 3..8 vil programmet beregne de til-
hgrende sandsynligheder for omradet fra 3 til 8, hvor bade 3
og 8 regnes med til omradet.

Du kan fx ogséa veere interesseret i at kende sandsynligheden
for at der bliver udtaget mere end 5 rgde kugler. Det betyder at
du vil lade programmet beregne sandsynligheden for at antal-
let af rade kugler bliver fra 6 og opefter (dvs. op til 20).
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Du indtaster nu 6 efterfulgt af to prikker (punktummer):
6..

og programmet udskriver at sandsynligheden er 38.28%. Der
er altsa ca. 38% chance for at fa mere end 5 rade kugler ved
stikprgveudtagelsen .

Vi kan forestille os at stikprgveudtagelsen er et billede af et
spil hvor der er 25% chance for at vinde. Du spiller 20 gange i
spillet, det svarer til at du 20 gange udtager en kugle fra aes-
ken. Nar du udtager en rad kugle, svarer det til at du vinder.

Vi har lige set at der er ca. 38% chance for at du vil vinde me-
re end 5 gange i Igbet af 20 spil.

Du kan nu ogsa lade programmet beregne sandsynligheden
for at du hgjst far 2 gevinster. Du indtaster to prikker efterfulgt
af 2:

.2
og programmet svarer: 9.13%. Risikoen for at fa op til 2 gevin-
ster, dvs. 0 gevinster, 1 gevinst eller 2 gevinster; er altsa ikke

sd stor, den er under 10%.

Hvis du vil se hvad chancen for at fa lige preecis 5 gevinster er,
indtaster du blot: 5

Programmet svarer her: 20.23%. Der er altsa en paen chance
for at de 20 spil lige preecis giver dig 5 gevinster.

Betegnelsen BIN star for binomialfordeling. Det er det mate-

matiske navn for den sandsynlighedsfordeling der ligger bag
stikprgveudtagelse med tilbagelsegning.

MODEL og DATA, Side 16



Prov selv
Beregn sandsynligheden for at de 20 spil giver

(1) 4 gevinster (2) 6 gevinster

(3) mere end 6 gevinster  (4) hgjst 6 gevinster

Beregning af Midteromrader

Ved anvendelse af programmet kan vi fa en forklaring pa hvor-
dan programmet beregner de midteromrader der udregnes
automatisk.

Vi ser til eksempel pa 90%-midteromradet. Det var beregnet til
at veere omrade 2..8. Det betyder fglgende: | dette gevinstom-
rade ligger mindst 90% af chancen for gevinst. Uden for det
er der altsd hgjst 10% chance for gevinst.

Men de 10% chance for gevinst uden for det angivne omrade
skal sa vidt det er muligt veere "ligeligt fordelt": Der ma hgjst
veere 5% chance for gevinst til venstre for omradet, og der ma
hgjst veere 5% chance for gevinst til hgjre for omradet. Vi har
altsa falgende chancefordeling:

Hgjst 5%  Mindst 90% Hajst 5%

Nar disse to betingelser opfyldes, vil der i midteromradet 2..8
vaere mindst 90% chance for gevinst.
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Ved brug af "Indtast omrade" far vi:
Omrade 0..1 Sandsynlighed: 2.43%
Omrade 9..20 Sandsynlighed: 4.09%

Altsa: Ikke over 5% i noget af de to omrader. Omradet 2..8
indeholder dermed mindst 90% sandsynlighed.

Vi kunne ikke have udvidet det venstre omrade til 0..2. Her far
vi nemlig:

Omréade 0..2 Sandsynlighed: 9.13%,

altsd mere end 5%.

Heller ikke det hgjre omrade kunne ggres starre. For omradet
8..20 far vi:

Omrade 8..20 Sandsynlighed: 10.18%,

altsd igen mere end de tilladte 5%.

Nar programmet derfor angiver 90% midteromradet til 2..8, sa
betyder det altsa at der er hgjst 10% chance for at antallet af
gevinster falder uden for dette omrade, nemlig hgjst 5% chan-
ce for at der bliver feerre end 2 gevinster og hgjst 5% chance
for at der bliver mere end 8 gevinster.

Hvis vi lader programmet udregne den ngjagtige veerdi for
chancen for at fa et resultat i omradet 2..8, bliver svaret:
93.48%. Kontroller at det er rigtigt.

Vi er nu ogsa i stand til at fortolke de andre gevinstomrader. At
95% midteromradet er 2..9, betyder at der er hgjst 2.5% chan-
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ce for at fa faerre end 2 gevinster, og hgjst 2.5% chance for at
fa mere end 9 gevinster. Der er altsd mindst 95% chance for at
fa fra 2 til 9 gevinster.

Prov selv

1. Kontroller ved hjeelp af programmet at det er korrekt at an-
give 50%-midteromradet til at vaere omradet 4..6. Kontroller
ogsa at 99%-midteromradet er korrekt angivet til at veere om-
radet 1..10.

2. Undersgg ved hjeelp af programmet de sandsynligheder vi
beregnede i chancetreeet i dette afsnits indledning. Du skal alt-
sa se pa en stikprgveudtagelse hvor andelen af rade kugler er
0,4, og hvor stikpragvestgrrelsen er 3. - Lad programmet bereg-
ne sandsynlighederne for 3, 2, 1 og O rade kugler.

% Andelen af rede kugler: 0.4000

20 Stikprevens sterrelse: 3

65—
60—
55
504
45—
40—
35
304
25+
20+
154
104

De forventelige resultater
Stikprevernes midteromrader er ofte af seerlig interesse. |
mange tilfeelde anvender man 90%-midteromradet som det
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der giver et godt svar pa hvilke resultater der kan forventes i
det foreliggende eksperiment.

| vort spil-eksempel hvor andelen af rade kugler er 0.25, og
hvor vi udtager 20 kugler, bestar 90%-midteromradet af resul-
taterne 2..8. Det vil sige at i 9 ud af 10 tilfeelde kan vi — i det
lange lgb - forvente at antallet af gevinster i 20 spil vil veere fra
2 til 8. Dette omrade vil vi kalde 90%-dataomradet . Nar vi ud-
farer eksperimentet, far vi nogle resultater, data, og chancen
for data i omradet 2..8 er 90%.Vi vil derfor ikke blive overras-
ket hvis vi far et af disse gevinstantal nar vi udferer 20 spil.
Antal fra 2 til 8 hgrer til "det forventelige".

Far vi derimod et antal gevinster uden for dette omrade, vil der
veere indtruffet en haendelse som har en sandsynlighed pa
hagjst 10%. Vi vil da veere pa vagt over for spillet, og vi vil ma-
ske tage anledning til at undersgge om det er udfart helt efter
bogen.

Ofte vil man bruge 90%-dataomradet saledes: Et resultat i det-
te omrade hgrer til de forventelige resultater, dem der alminde-
ligvis vil forekomme. - Et resultat som ikke ligger i 90%-data-
omradet, harer ikke til de forventelige, og det kan derfor give
anledning til en naermere undersggelse af chanceeksperimen-
tet.

Prov selv

Find ved hjeelp af BIN-Model 90%-dataomradet ved stikprave-
udtagelser fra en aeske med en andel af rade kugler pa 0,4.
Prav med stikpravestarrelser pa: 250, 1000 og 4000.

Observationer
50%-midteromradet vil vi kalde BIN-Modellens kerneomrade .

Nar vi udfarer den stikprgveudtagelse der beskrives ved BIN-
Modellen, foretager vi en observation .
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Nar vi foretager en observation, er der ca. 50% chance for at
den falder i kerneomradet og ca. 50% chance for at den falder
uden for omradet.

Vi vender tilbage til spillemaskinen hvor vi udfagrer 20 spil og
hvor gevinstchancen i hvert spil er 0.25. Lad os se pa en ob-
servation der falder uden for kerneomradet. Det kan fx fore-
komme at stikprgven indeholder 9 rade kugler. Vor observati-
on er altsa tallet 9.

Af oversigten over midteromrader kan vi nu se hvor den fore-
lagte observation er placeret:

Midteromradde Sandsynlighed

4..6 50 %
3.7 75 %
2..8 90 %
2..9 95 %
1..10 99 %

Vi ser at observationen 9 er med i 95%-midteromradet, og
dermed jo ogsa i 99%-omradet. Men 9 er ikke med i 90%-
omradet.

Det betyder at vi med observationen 9 har faet et stikprave-
resultat som ligger uden for 90%-midteromradet. Der er der-
med hgjst 10% chance for at vi ved stikpraveudtagelsen vil fa
en observation der er sa "skaev" som observationen 9.

Vi kan lade computeren beregne chancen lidt naermere:
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Hvis vi indtaster 9 i feltet "Indtast obs. ", s& fglger udskriften:
Observation: 9
Starste midteromrade uden 9:
91.8% 2.8

Her har vi det stgrste midteromrade som ikke indeholder ob-
servationen 9. Omradet har en chanceprocent pa 91.8%. Det
betyder at vi kan sige at der i den forelagte BIN-Model er hgjst
8.2% chance, nemlig 100% — 91.8%, for at fa en observation
sa skeev som 9.

Kontroller ved indtastning af 91.9 i feltet "Angiv procent for
midteromrade" at det giver et midteromrade som indeholder
9. Det starste midteromrade uden 9 er sdledes det angivne
omrade 2..8 med procenten 91.8.

Vi kan omregne observationen 9 til at svare til at andelen af

ragde kugler i stikprgven er 9/20 = 0.45. Men i eesken var der
kun en andel af rade kugler pa 0.25. Vi har altsa faet en ob-
servation som giver en andel af ragde kugler der afviger vee-

sentlig fra BIN-Modellens tal.

Nar vi far en observation som er meget skeev i forhold til den
benyttede BIN-Model, kan vi reagere pa to mader: Vi kan trgs-
te os med at der er indtruffet en haendelse som har en lille
sandsynlighed, og noget sadant kan jo ske. Eller vi kan tvivie
pa at vi har benyttet den rigtige model, dvs. vi seetter spargs-
malstegn ved den benyttede andel af rede kugler i BIN-Model-
len.

Lad os se pa en BIN-Model hvor vi udtager 100 kugler fra en

aeske hvor (vi tror) andelen af rade kugler er 0.40. Her er et
billede af den anvendte BIN-Model:
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Vi indtaster nu observationen 29. Programmet forteeller at det
starste midteromrade som ikke indeholder 29 er:

97.0% 30..51

Chancen for at fa en observation der er sa skaev som 29 (eller
endnu skaevere), er altsa hgjst 3%.

Som sagt kan sjeeldne haendelser indtreeffe, ogsa dem der kun
har en chance pa 3%. Vi kan undersgge sagen naermere ved
nye observationer. Hvis de udviser samme skaevhed, vil vi nok
tage vores BIN-Model op til revision.

| den valgte BIN-Model vil vi betegne observationen 29 som
statistisk signifikant pa 3%-nivauet.  Ordet "signifikant" kan
overseettes til "af betydning" eller "pafaldende". At 29 er statis-
tisk signifikant pa 3%-niveauet betyder at der hgijst er en chan-
ce pa 3% for at fa en observation sa skaev som 29 ved den
valgte BIN-Model. Vi vil ogsa kort sige at observationen 29 har
et skaevniveau pa 3%.
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| falgende afsnit ser vi naermere pa metoder til at vurdere om
en anvendt BIN-Model kan accepteres eller om den ma ud-
skiftes med en bedre model.

Antal og Andel

Pa skeaermen vil du finde en knap hvor du kan skifte mellem
antal og andel. Som standard viser programmet midteromra-
derne angivet ved hjeelp af antal rgde kugler i stikprgven som
til eksempel ved spillemaskinen:

Midteromridde Sandsynlighed
Andel rede kugler: 0.Z500 4..6 50 %
Stikprevestesrrelse: 20 3..7 75 %
Z..8 90 %
2.9 95 %
1..10 EER
%
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Hvis du klikker pa Andele-knappen far du falgende angivelse
af midteromraderne:
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Midteromride Sandsynlighed
Andel rede kugler: 0.2500 0.zZ00..0.300 50 %
Stikprevesterrelse: 20 0.150..0.350 75 %
0.100..0.400 90 %
0.1l00..0.450 95 %
0.050..0.500 99 %
%
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o =
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154 i £
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Ogsa pa den grafiske figur skiftes fra antal af rade kugler i
stikprgven til andel af rgde kugler i stikpragven.

Kontroller at midteromraderne er korrekt omregnet fra antal af
ragde kugler til andel af rade kugler.

3. Stikprgvestgrrelse ukendt
Vi ser nu pa den anden mulighed i BIN-Model: Stikprevester-
relsen er ikke kendt.

Vi ser pa et eksempel hvor andelen af rade kugler i aesken er
0.5. Vi vil nu lade programmet beregne hvor stor en stikprgve
vi skal tage for at opna et 90%-midteromrade som har en
bredde pa hgjst 0.10. Vi indtaster de tre oplysninger:
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Andel rgde kugler i sesken: 0.5
Midteromradesandsynlighed: 0.90
Bredde af midteromrade: 0.10

Pa skeaermen far vi nu falgende:

Midteromridde Sandsvnlighed

Andel rede kugler: 0.5000 130..141 50 %
Midteromridesands.: 0.90 126..145 75 %
Krav til bredde: 0.10 122..149 90 %
Stikprevesterrelse: 271 119..152 95 %
114..157 99 %
%
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Programmet har beregnet den ngdvendige stikprgvestarrelse
til 271, og det tilhgrende 90%-midteromrade er:

122 ..149.
Omregner vi omradet til andele af rgde kugler far vi:

0.450 .. 0.550.
Altsa et midteromrade med en bredde pa 0.100.
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Vi kan overseette eksemplet til mgntkast. Hvis vi pateenker at
udfgre 271 mantkast, har vi en sandsynlighed pa 90% for at
antallet af Kronekast kommer til at ligge i omradet 122..149,

eller med andre ord: at andelen af Kronekast vil ligge i inter-
vallet 0.45 .. 0.55.

4. Opgaver til BIN- Model

| opgaverne i dette afsnit skal du benytte BIN-Model til at be-
regne teoretiske chancer. Nogle af opgaverne vil veere formu-
leret som stikprgveudtagelser, men de fleste vil veere beskre-
vet som chancesituationer der tilsyneladende ikke vedrgrer
stikpraver.

Opgaverne skal give dig eksempler pa de mange anvendelser
der kan ggres af den model vi arbejder med, altsa en model
der er forelagt som udtagelse af kugler fra en seske med en
kendt andel af rade kugler. Ud fra modellen kan vi beregne
chancer, dvs. vi kan foretage forudsigelser om de resultater,
eller de data, som kan forekomme ved stikprgveudtagelserne.

Vi gér altsa her ud fra den kendte model, dvs. den kendte
geske med en kendt andel af rgde kugler, og foretager bereg-
ninger om de ukendte data , nemlig stikprgveudtagelserne.

Inddata til programmet

Programmet BIN-Model kan arbejde med andele som kan an-
gives som decimaltal med fire decimaler, dvs. fra 0.0001 op til
0.9999. Men du kan ogsa indtaste brgker. Hvis der fx er tale
om kast med en terning hvor chancen for sekser er 1/6, sa kan
du direkte indtaste denne brgk. Programmet regner den om til
et decimaltal til brug for de fortsatte beregninger. Du kan dog
ikke indtaste brgker der er mindre end 0.0001 eller starre end
0.9999.

Programmet kan arbejde med stikprgvestgrrelser fra 2 op til
50 000.
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Et vigtigt spargsmal: Er modellen brugbar?

Hvis kuglemodellen skal kunne anvendes i en opgavesituation,
kreeves det at der er tale om en reekke chanceeksperimenter
hvor der ved hvert eksperiment er samme chance for gevinst,
dvs. for at udtage en rad kugle. Der ma ikke veere nogen pa-
virkning fra den ene udtagelse til den neeste, og der ma ikke
veere tale om "afsmitning” fra en udtagelse til de andre.
"Kugleudtagelserne skal veere uafhaengige af hinanden".

| et spil ma man altsa ikke blive dygtigere, og dermed fa en
bedre vinderchance efterhanden som spillet skrider frem. Der
skal til stadighed veere den samme chance for gevinst. Ej hel-
ler m& man blive treet eller slgset efterhanden som spillene af-
vikles, saledes at ens vinderchance efterhanden bliver ringere
end den var i starten.

Prav at se kritisk pa opgaverne, og overvej hver gang du lgser
en opgave om der foreligger en opgavesituation hvor der kan
veere tvivl om brugbarheden af kuglemodellen. Diskuter sa-
danne eksempler med dine kammerater eller med din laerer.

1. Tielever spiller

Ti elever fra Sannes klasse udfarer hver et spil pa en spilleau-
tomat hvor chancen for gevinst i hvert spil er 40%.

Undersgag hvad chancen er for at mindst fem af de ti elever far
gevinst.

Og undersgg hvad risikoen er for at hgijst to af de ti elever far
gevinst. — Hvad er chancen for at 4 elever far gevinst?

2. Chancen for seksere
| et spil kastes 5 terninger. Beregn fglgende chancer (indtast
1/6 som brgk):

1. Chancen for at f& mindst én sekser

2. Chancen for at f& mindst to seksere.
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3. Kronekast
| et spil kastes 10 mgnter. Hvad er chancen for at fa:

1. Lige preecis 5 kronekast
2. Mere end 5 kronekast.

4. Hvad er bedst: To store eller fem sma chancer?
Undersgag hvor der er starst chance for at fa mindst én gevinst:

(a) Ved to spil pa en spillemaskine hvor chancen for en
gevinst i hvert spil er 25%

(b) Ved fem spil pa en spillemaskine hvor chancen for
gevinst i hvert spil er 10%.

5. Hvor er chancen stgrst?
Beregn fglgende chancer:

1. Chancen for at fa mindst 3 seksere i 10 terningkast
2. Chancen for at fa mindst 6 seksere i 20 terningkast

3. Chancen for at f& mindst 18 seksere i 60 terningkast.
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6. En prgve
Du deltager i en prgve hvor du ved hver enkelt opgave har
40% chance for at lgse opgaven.

Beregn chancen for at du Igser mindst halvdelen af opgaver-
ne:

1. len prgve med 10 opgaver
2. | en prgve med 20 opgaver.
7. Kugleudtagelser
| en pose er 40% af kuglerne rgde. Der udtages 10 gange en
kugle med tilbageleegning efter hver udtagelse. Beregn ved
hjeelp af BIN-Model:
1. Chancen for at der udtages preecis 4 rade kugler.
2. Chancen for at der udtages hgjst 5 rgde kugler.
3. Chancen for at der udtages mindst 6 rade kugler.

4. Chancen for at der udtages hgijst 1 ragd kugle.

8. Mesterskyttens chancer
En mesterskytte pastar at have en treefsikkerhed pa 80%.

Undersgg ved hjeelp af BIN-Model hvad sandsynligheden er
for at han far mindst 8 treeffere i 10 skud og hvad sandsynlig-
heden er for at han far mindst 16 treeffere i 20 skud?

Og hvad er sandsynligheden for at han far mindst 80 trzeffere i
100 skud?

9. Et spil med en mgnt

Sanne og Malene udfgrer fglgende spil: En mgnt kastes. Ved
Krone vinder Sanne, ved Plat vinder Malene. Den der taber,
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betaler 1 kr. til vinderen. Der spilles i alt 20 spil. Find ved hjeelp
af BIN-Model fglgende chancer:

1. Chancen for at Sanne og Malene hver vinder 10 spil

2. Chancen for at Sanne far et overskud pa mindst 4
kroner i de 20 spil

3. Chancen for at en af de to piger far et overskud pa
mindst 4 kroner.

10. En skaev mgnt
Beregn chancerne i opgave 9 nar spillet udferes med en skaev
mgnt hvor chancen for Krone kun er 40%.

11. Farveblindhed

Man regner med at 5% af drengene i Danmark er farveblinde.
Find ved hjeelp af BIN-Model sandsynligheden for at der blandt
10 drenge i en klasse er mindst én der er farveblind?

Og hvad er sandsynligheden for at der blandt 20 drenge i en
klasse ikke findes nogen der er farveblind?

Hvad er sandsynligheden for at der blandt 200 drenge pa en
skole kun findes 5 der er farveblinde?
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12. En stikprgvekontrol

Ved produktionen af en vare har det vist sig at 20% af de pro-
ducerede enheder er defekte. Find ved hjeelp af BIN-Model
sandsynligheden for fglgende:

1. En stikprave pa 10 enheder indeholder hgjst 1 defekt.
2. En stikprave pa 20 enheder indeholder hgjst 2 defekte.

13. Fraveer i skolen

En skolestatistik viser at i gennemsnit er ca. 10% af eleverne
fravaerende fra skolen. Find sandsynligheden for at der pa en
tilfeeldig dag er mindst 4 fravaerende i en klasse pa 20.

14. Malene som spakone

Malene pastar at hun kan forudsige resultatet af mgntkast og
terningkast. Du prgver hende med 20 mgntkast. Find chancen
for at hun ved ren gaetning far mindst 12 rigtige forudsigelser?

Og hvad er sandsynligheden for at hun vil fa mindst 5 rigtige
forudsigelser i 20 terningkast?

15. Stikpr@gver med slagside
| en pose er 40% af kuglerne rade og de gvrige kugler er
hvide. Fra posen udtages 5 kugler ved stikprgveudtagelse
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med tilbagelsegning. Beregn sandsynligheden for at stikpraven
indeholder flest kugler "af den forkerte farve", altsa flere rade
end hvide kugler.

Foretag ogsa undersggelsen for en stikprgve pa 15 kugler.
16. Kvalitetskontrol

Et vareparti kontrolleres ved stikprgveudtagelse af 20 enhe-
der. Hvis stikprgven indeholder hgjst 3 defekte enheder
godkendes varepatrtiet.

Hvilken chance for at blive godkendt har et vareparti hvori 10%
af enhederne er defekte?

Hvilken chance for at blive godkendt har et vareparti hvori 20%
af enhederne er defekte?

17. En opgave fra 1711
I en afhandling fra 1711 finder man denne opgave:

Hvad er chancen for at f& mindst to seksere i 8 kast
med en terning?

Las den ved hjeelp af BIN-Model.
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18. Blomsterlgg

Et supermarked som seelger blomsterlgg i pakninger med 10
og 20 styk, anfgrer at lggenes spire-evne er 90%, dvs. der er
90% chance for at et tilfeeldigt udvalgt lag vil spire.

Find sandsynligheden for at alle lag i en 10 styks pakning vil
spire, og find sandsynligheden for at alle lag i en 20 styks
pakning vil spire.

19. Hjemmecomputer

En statistik viser at 80% af hjemmene i en kommune har hjem-
mecomputer. Hvad er sandsynligheden for at alle elever i en
tilfeeldig valgt klasse pa 20 har hjemmecomputer?

20. Multiple-choice praver
| en flervalgsprave er der ved hver opgave tre svarmuligheder
hvoraf én er den rigtige. | prgven indgar 20 opgaver.

Hvilken chance har du for at besta praven (dvs. du besvarer
mindst halvdelen af opgaverne rigtigt) nar du bestemmer dine
svar ved hjeelp af lodtreekning med lige chance for hver af de
givne svarmuligheder?

Hvad er chancen for at du bestar nar der kun er to svarmulig-
heder ved hver opgave?

21. Ingen dvd-afspiller ledig?

En undersggelse pa en skole viser at der i gennemsnit er gn-
ske om at anvende dvd-afspiller i 25% af timerne. Skolen har
20 klasser.

Hvis skolen kun har 5 dvd-afspillere, hvad er da risikoen for at
et gnske om dvd-afspiller ikke kan opfyldes i naeste time?

Hvor mange dvd-afspillere bar skolen have nar der kun ma

veere en risiko pa ca. 10% for at et gnske om dvd-afspiller ikke
kan opfyldes i en tilfeeldig time?
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22. Er terningen falsk?

Du laver din egen "kvalitetskontrol" af en terning pa fglgende
made: Du udfgrer en kasteserie. Hvis terningen ikke i 10 kast
har givet mindst én sekser, kasserer du den.

Hvad er risikoen for at du ved denne test kommer til at kassere
en terning som i virkeligheden er god nok?

23. Hvilket spil giver starst chance?
Sanne far tilbudt at deltage i et spil hvor der kastes med mgn-
ter. Man far gevinst hvis mindst 60% af mgnterne viser Krone.

Deltagerne kan selv veelge om de vil kaste 5 mgnter, 10 mgn-
ter, eller 25 manter. | kast med 5 mgnter er der altsa gevinst
ved mindst 3 kronekast, i kast med 10 mgnter er der gevinst
ved mindst 6 kronekast, og i kast med 25 mgnter er der ge-
vinst ved mindst 15 kronekast.

Hvilken af de tre muligheder bgr Sanne veelge?

24. En klassisk opgave

En af historiens fgrste laerebgger i chancelaere blev udsendt i
1657 med holleenderen Christiaan Huygens som forfatter.

I denne bog finder vi fglgende opgave:

Hvor mange kast skal der udfagres med en terning
for at der er 50% chance for at der forekommer to
seksere i kasteserien?

Las opgaven ved hjeelp af BIN-Model. Prgv dig frem indtil du

finder det rigtige kasteantal. (50% skal forstas som "mindst
50%", og 2 seksere skal forstds som "mindst 2 seksere".)
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25. Chancen for sekser
Hvor mange kast skal du udfgre med en terning for at der er
95% chance for at du far en sekser mindst én gang?

Prgv dig frem ved hjeelp af BIN-Model.

26. En lille chance

Sanne deltager i et spil hvor der kun er 1% chance for gevinst.
Hvor mange spil skal hun udfgre for at have 50% chance for at
fa gevinst mindst én gang?

Find den rigtige stikpragvestgrrelse. Prgv indtil du finder en
som giver en chance pa 50% for mindst én gevinst.

| jagten pa stikprgvestgrrelsen kan du ngjes med at se pa
antal der ender pa 0: 10, 20, 30, osv.

27. Sanne vil have flere gevinster

Sanne gnsker at vide hvor mange spil hun skal udfgre med
spillet i opgave 26 for at have 50% chance for at fa mindst 2
gevinster.

Undersgg spgrgsmalet ved hjaelp af BIN-Model. Ga frem pa
samme made som i opgave 26.

28. Den store gevinst

| et spil er chancen for at vinde den store gevinst kun 1 ud af
1000. - Hvor mange gange skal du mon deltage i spillet for at
have en chance p& 50% for mindst én gang at vinde den store
gevinst?

29. Hvor mange forbindelser?

| et firma taler medarbejderne i gennemsnit i telefon i 20% af
arbejdstiden. Hvis der er 10 ansatte, hvad er da risikoen for at
der pa et tilfeeldigt valgt tidspunkt er behov for flere forbindel-
ser end de fire der er til radighed?
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Firmaet udvides til 20 mand (som stadig taler i telefon i 20% af
arbejdstiden). Hvor mange forbindelser bar man nu have til ra-
dighed for at forholdene ikke skal veere naevneveerdigt darlige-
re end far?

30. Hvor mange mgntkast skal udfgres?

En leerer gnsker at lade en skoleklasse udfgre sa mange
m@ntkast at man opnar et 90%-midteromrade med en bredde
pa hgjst 0.06. Hvor mange kast bgr han seette klassen til at
udfgre?

Prgv ogsd med et 95%-midteromrade med en bredde péa 0.06.

Og prav med et 99%-midteromrade med en bredde p& 0.06.
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31. Det bedste antal spil

Sanne udfordrer Malene: Her er en mgnt hvor chancen for at
fa Krone kun er 45%. Du skal kaste mgnten et lige antal gan-
ge, og du vinder hvis du far flere Krone end Plat. Du kan selv
veelge hvor mange kast du gnsker at udfgre, men du skal be-
slutte dig for et bestemt antal kast far du begynder at kaste.
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Find ved hjeelp af BIN-Model (pregv dig frem) hvor mange kast
Malene skal veelge at udfgre for at hun kan fa sa stor en vin-
derchance i spillet som muligt.

Hvor mange kast skal Malene veelge at udfare hvis der skal
kastes et ulige antal gange?

32. Hvor mange skal udveelges?

Farveblindhed forekommer hos drenge med en sandsynlighed
pa 5%. Hvor mange drenge skal du udveelge tilfeeldigt for at du
kan veere 95% sikker pa at finde mindst én som er farveblind?

Og hvor mange drenge skal du udveelge hvis du vil 95% sikker
pa at finde mindst to der er farveblinde?

33. Defekte skruer

Du kaber skruer i en billig kvalitet hvor almindeligvis 20% ma
kasseres. Hvor mange skruer skal du kgbe for at veere 95%
sikker pa at have mindst 25 brugbare skruer?

34. Hvor mange pladser tgr man seelge?

Et flyselskab seelger billetter til et fly som kan tage 200 passa-
gerer. Statistikken viser at der kun er 75% chance for at en
solgt billet bliver benyttet.

Hvor mange pladser tar selskabet seelge nar der hgjst ma
vaere 10% risiko for at man ikke kan tage alle de fremmgdte
passagerer med?

Hvor mange pladser tar man seelge nar risikoen ikke ma over-
stige 5%7? Og hvis den ikke méa overstige 1%?

35. To kontroleftersyn

I en produktion bliver hver produceret enhed udsat for to uaf-
haengige kontroleftersyn. Ved hvert eftersyn er der 10% risiko
for at en defekt enhed ikke vil blive afslgret.
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Hvad er chancen for at 10 defekte enheder alle bliver fundet
ved kontroleftersynene?

Hvad er chancen for at 20 defekte enheder alle bliver fundet?
Hvad er chancen for at 50 defekte enheder alle bliver fundet?

36. Er mgnten god nok?

Sanne har mistillid til en mgnt. Hun tror ikke at den har en
sandsynlighed pa 0,5 for at vise Krone. Hun tester den ved en
kasteserie pa 20 kast. Hvis antallet af Krone kommer til at lig-
ge i 90%-midteromradet vil hun godkende mgnten, hvis antal-
let af Krone ligger uden for 90%-omradet vil hun ikke godken-
de den.

Hun kaster mgnten 20 gange og far kun 6 gange Krone.

Hvad bliver hendes beslutning?

35
30+
254
20+
154

104

. n

2-3 4-5 6-7 §-9 10-11 12-13 14-15 1a..

37. Er terningen falsk?

Malene har mistanke om at der er manipuleret med en af hen-
des terninger, saledes at der ikke er en sandsynlighed pa 1/3
for at den viser 1 eller 6. Hun vil afggre sagen pa grundlag af
en kasteserie pa 50 kast. Hvis det samlede antal af 1'ere og
6'ere i de 50 kast falder inden for 90%-omradet vil hun godta-
ge terningen, ellers vil hun kassere den.
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Hun kaster terningen 50 gange og opnar 22 gange at den vi-
ser enten 1 eller 6. Hvad bliver hendes beslutning?

35
30
25+
20+
154

104

B B

5-7 g-10 11-13 14-16 17-1%2 20-22 23-25 24..

38. Er der pillet ved maskinen?

En spillemaskine pastas at have en gevinstsandsynlighed pa
30%. | 50 spil kommer der kun 9 gevinster. Afger ved hjeelp af
et passende midteromrade om dette giver grundlag for mistillid
til maskinen.

39. Mystik pa hospitalet?

Pa et dansk hospital fades der i lgbet af en maned 58 drenge,
men kun 37 piger. Undersgg ved hjeelp af BIN-Model om dette
kan veere i overensstemmelse med den danske statistik over
fordelingen af drenge og piger som forteeller at 51,4% af de
barn der fgdes i Danmark er drenge.

40. Terningkast i klassen
| Malenes klasse udfarer hver elev en serie pa 20 terningkast
og teeller op hvor mange kast der blev seksere.

(1) Hvad er chancen for at Malene far mindst 20%
seksere i sine kast.

(2) Malene er med i en gruppe pa fem elever. De samler
alle deres resultater. Hvad er chancen for at de har
faet mindst 20% seksere i deres 100 kast?

MODEL og DATA, Side 40



(3) Alle 25 elever i Malenes klasse samler deres resulta-
ter. Hvad er chancen for at klassen har faet mindst
20% seksere i deres 500 kast?

41. Lotto-treekninger

| Lotto udtreekkes hver uge 7 tal blandt tallene 1..36. Malenes
lykketal er 17. Hun beslutter at holde gje med hvor tit det bliver
udtrukket, s& hun laver en statistik for 10 uger.

(1) Hvad er chancen for at 17 bliver udtrukket mere end 4
gange i lgbet af de ti uger?

(2) Hvad er chancen for at 17 slet ikke bliver udtrukket i
lgbet af de ti uger?

(3) Sannes lykketal er ikke blevet udtrukket i 15 uger.
Hvor stor er chancen for en sddan haendelse?

42. En terningtest

En spiller har faet konstrueret en ny terning til sine spilleturne-
ringer. Han tester den nye terning ved at udfagre 1200 kast.
Hvis antallet af seksere ligger inden for omradet 190..210 god-
tager han terningen, ellers kasserer han den.

Udregn ved hjeelp af BIN-Model risikoen for at han kan komme
til at kassere en terning der i virkeligheden er god nok.

43. Straffespark

Straffespark-skytten pa fodboldholdet pastar han har en mal-
scorings-chance pa 90%. | Igbet af en turnering scorer han
kun 15 mal i 23 straffespark. Undersgg ved hjeelp af BIN-
Model om dette kan veere i overensstemmelse med hans
pastand om de 90%.
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44. Tre ens i Pokerterning
Chancen for at fa "Tre ens" ved et kast med fem terninger er
15,4%. Beregn ved hjeelp af BIN-Model:

(1) Chancen for mindst én gang "Tre ens" i en serie pa 8
kast med fem terninger.

(2) Hvor mange kast skal der udfares for at der er en
chance pa 90% for at fa "Tre ens" mindst én gang.

45. Fuldt hus i Pokerterning

| et kast med fem terninger er der 3,9% chance for at opna
"Fuldt hus", dvs. at tre terninger viser ét gjental, og de andre to
terninger viser et andet gjental (eks: 66644).

Beregn ved hjeelp af BIN-Model:

(1) Chancen for at fa "Fuldt hus" i Igbet af de fgrste 10
kast med fem terninger.

(1) Chancen for at fa "Fuldt hus" i de farste 20 kast.

(2) Risikoen for ikke at fa "Fuldt hus" i lgbet af 50 kast.
46. Fire ens i Pokerterning
Chancen for at fa "Fire ens" ved et kast med fem terninger er

1,93%. Beregn ved hjeelp af BIN-Model:

(1) Chancen for mindst én gang at fa "Fire ens" i en serie
pa 25 kast med 5 terninger.

(1) Hvor mange kast skal der udfgres for at der er en
chance pa 90% for at fa "Fire ens" mindst én gang.

47. Et klassisk problem

De Méré, fransk adelsmand og spiller, beskeaeftigede sig i
1650-erne med problemer vedrgrende terningkast.
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Hvilken af de to haendelser er mest sandsynlig:
(a) at fa mindst én sekser i 4 kast med én terning

(b) at fa mindst én dobbelt-sekser i 24 kast med to
terninger.

48. Et atomkraftvaerk

Pa de amerikanske atomkraftveerker blev en ulykke af en be-
stemt type vurderet til at ville indtraeffe i gennemsnit én

gang pr. 2000 drifts-ar. Nu indtraf den farste ulykke af denne
type allerede efter forlgbet af 400 drifts-ar.

Undersgg ved hjeelp af BIN-Model hvad chancen er for at der
allerede forekommer en haendelse af denne art inden for de
forste 400 drifts-ar.

49. Retsveesenet i Aleatorien

I det lille land Aleatorien hvis vigtigste indteegtskilde er spil, har
retsveesenet indfgrt brugen af kugleudtagelser i forbindelse
med afggrelsen om en tiltalt skal kendes skyldig eller ikke-
skyldig.

Nar dommeren har faet forelagt alle sagens fakta, fastsaetter
han hvor overbevist han er om den tiltaltes skyld. Er hans
overbevisning fx 60%, bliver der benyttet en seske hvori ande-
len af rade kugler er 60%. Fra sesken udtager de 12 naevninge
hver én kugle ved udtagelse med tilbagelsegning. Hvis der er
flertal af rede kugler blandt de udtagne kugler bliver den tiltalte
kendt skyldig, ellers bliver han frikendt.

(1) Undersgg ved hjeelp af BIN-Model hvad chancen for fri-
findelse er i en situation hvor dommeren er 60%
overbevist om tiltaltes skyld.

(2) Hvad er chancen for frifindelse nar dommerens
overbevisningsgrad er 50%?
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(3) Hvad er chancen for frifindelse nar dommerens
overbevisningsgrad er 75%?

(4) Og hvad er chancen for frifindelse nar dommerens
overbevisningsgrad kun er 30%7?

50. Loven i Aleatorien eendres

Aleatorien skeerper kravet om flertal af rade kugler ved kendel-
sen "skyldig": Den tiltalte vil kun blive kendt skyldig hvis der
blandt de 12 udtagne kugler er mindst 10 rgde.

Undersgg ved hjeelp af BIN-Model de fire situationer der er be-
skrevet i opgave 49. Hvad er nu chancerne for at den tiltalte
frifindes?

51. Der skal spares pa neevninge

Aleatorien skal spares pa udgifterne til naevninge og seetter
antallet ned fra 12 til 6. Den tiltalte vil nu blive kendt skyldig
hvis der blandt udtagne 6 kugler er et flertal af rede kugler,
altsa mindst 4.

Undersgag hvilken betydning det har for de fire situationer der
er beskrevet i opgave 49.

52. Et lykkehjul
Malene vil spille pa et lykkehjul i Tivoli. Lykkehjulet har 24
numre, og Malene spiller i hvert spil pa 5 af numrene.

Undersgg ved hjeelp af BIN-Model hvad chancen er for at
Malene vinder i lgbet af de farste 3 spil.

Og hvad er chancen for at hun vinder i lgbet af de farste 5
spil?

Hvad er risikoen for at hun ikke vinder i Igbet af de farste 10
spil?
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53. Find den rigtige nggle

Du har en ngglering med 7 nggler. Kun en af ngglerne passer
til lAsen. Du udveelger tilfseldigt en nggle ad gangen og praver
indtil du far gevinst.

Hvad er chancen for at du kan klare dig med 3 forsgg hvis
afpregvningen foregar "med tilbageleegning"?

54. Udveelg et primtal

| talomradet 1..100 er der 24 primtal. Du udvaelger tal fra tal-
omradet, ét ad gangen, indtil du far et primtal. Udvaelgelsen
foregar ved lodtraekning med tilbageleegning.

Hvad er chancen for at du kan ngjes med at tage 3 tal?
Hvad er risikoen for at du skal udtage mindst 7 tal for at fa et
primtal?

55. Roulette
Du spiller pa en roulette hvor der er 37 mulige resultater: 0..36.
| hvert spil saetter du din indsats pa dit lykketal nr. 13.

Find ved hjeelp af BIN-Model:

1. Chancen for at dit lykketal kommer ud i de farste 10
spil.

2. Chancen for at dit lykketal kommer ud i de farste 20
spil.

3. Risikoen for at dit lykketal ikke kommer ud i Igbet af
de farste 50 spil.

56. Toldeftersyn

| tolden bliver 5% af de rejsende udvalgt til et neermere toldef-
tersyn.
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| lgbet af en saeson passerer du tolden 20 gange. Hvad er
chancen for at du ikke nogen af de 20 gange bliver udvalgt til
toldeftersyn?

57. Hvornar kommer sedlen ud?
| et lotteri er der 20% chance for at din lotteriseddel bliver ud-
trukket.

Beregn ved hjeelp af en BIN-Model:

1. Chancen for at din seddel kommer ud i Igbet af 3
lotterier.

2. Chancen for at din seddel kommer ud i lgbet af 6
lotterier.

3. Risikoen for at din seddel ikke kommer ud i lgbet af
10 lotterier.

58. En fifty-fifty chance
| et spil er der 2% chance for gevinst. Hvor mange spil skal du
deltage i for at have 50% chance for at f en gevinst?

59. Bliver cyklen stjalet?
| et boligkvarter bliver 28% af cyklerne stjalet inden for en peri-
ode pa et ar.

Hvad er chancen for at en tilfeeldig cykel kan overleve 5 ar
uden at blive stjalet?

60. Kontrol i S-toget
| S-togene foretages der stikpravekontrol af billetterne. Til kon-
trollen udtages 5% af de rejsende.

Hvad er sandsynligheden for at du ikke kommer ud for en kon-
trol i Igbet af de naeste 10 ture du tager med S-tog?
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Og hvad er sandsynligheden for at du ikke kommer ud for en
kontrol i lgbet af 50 ture?

61. Skolebgrn kommer til skade
Af Danmarks skolebgrn kommer hvert skoleér 10% til skade i
klasseveerelset, i skolegarden eller pa vej til og fra skole.

Beregn ved hjeelp af BIN-Model:

1. Chancen for at ingen af eleverne i en klasse pa 15
elever kommer til skade i lgbet af neeste skolear.

2. Chancen for at ingen af eleverne i en klasse pa 20
elever kommer til skade i lgbet af neeste skolear.

3. Risikoen for at mere end fem elever i en klasse pa 20
elever kommer til skade i Igbet af naeste skolear.

62. Hastighedskontrol

Chancen for at en bilist der kgrer ad motorvejen fra Lyngby til
Helsingar kommer ud for en af politiets hastighedskontroller,
er 1%.

Hvor mange ture skal bilisten foretage mellem de to byer for at
der er 50% chance for at han kommer ud for en hastigheds-
kontrol mindst én gang?

63. En sjeelden haendelse

En sjeelden heendelse vurderes til at indtraeffe i gennemsnit én
gang pr. 100 ar.

Beregn ved hjeelp af BIN-Model:

1. Chancen for at heendelsen indtreeffer (dvs. forekommer
mindst én gang) inden for de naeste 50 ar.
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Chancen for at heendelsen indtreeffer inden for de
naeste 100 Ar.

Chancen for at haendelsen ikke indtraeffer inden for de
naeste 400 Ar.

64. En meget sjeelden haendelse
En haendelse vurderes til at indtraeffe i gennemsnit én gang pr.
1000 ar.

Beregn ved hjeelp af BIN-Model:

1.

2.

3.

Chancen for at haendelsen indtraeffer inden for 100 ar.
Chancen for at heendelsen indtraeffer inden for 500 ar.

Chancen for at haendelsen ikke indtraeffer inden for
2000 ar.

65. Tre seksere
| et kast med tre terninger er chancen for "3 seksere" 1 ud af

216.

Beregn ved hjeelp af BIN-Model:

1.

Chancen for at du kan sla "3 seksere" i Igbet af 25
kast.

Risikoen for at du ma kaste mere end 100 kast f@r du
opnar "3 seksere".

Hvor mange kast du skal udfgre for at have 50%
chance for mindst én gang at fa "3 seksere".
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66. Enarmet tyveknaegt
Pa en spilleautomat har du en chance pa 3 ud af 8000 for at fa
den store gevinst, "jackpot".
Undersgg ved hjeelp af BIN-Model:
1. Chancen for jackpot i lgbet af 500 spil.
2. Chancen for jackpot i Igbet af 1000 spil.
3. Risikoen for ikke at fa jackpot i lgbet af 4000 spil.

67. Yatzy
Chancen for "Fem ens" i et kast med fem terninger er 1/1296.

(1) Hvad er chancen for at fa "Fem ens" i lgbet af 100
kast?

(2) Hvad er chancen for at fa "Fem ens" i lgbet af 500
kast?

(3) Hvor mange kast skal du udfgre for at have 50%
chance for at fa "Fem ens".
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68. Er 13 et uheldigt tal?
| et lottospil udtraekkes 6 tal blandt tallene 1 - 49. En statistik
over 1212 spil viser at tallet 13 kun er udtrukket 121 gange.

Benyt en BIN-Model med 1212 udtagelser og en andel af rade
kugler pa 6/49.

Undersgg hvad chancen er for en observation sa skeev som
121.
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Konfidens

5. Fra data til model

Vi har i det foregdende set hvordan vi kommer fra en model til

data. Med udgangspunkt i en BIN-Model har vi beregnet sand-
synligheder for de data der kan forekomme ved eksperimentet.

Vi har altsa taget udgangspunkt i at vi kender indholdet af den
aeske hvorfra kuglerne udtages, vi ved hvad andelen af rade
kugler er. Herudfra kan vi ved hjeelp af BIN-Model fx beregne
90%-midteromradet for stikprgveudtagelsen.

En anden problemstilling

Vi ser nu pa en anden problemstilling. Fra en aeske udtages
100 kugler ved udtagelse med tilbageleegning, og vi noterer o0s
at 20 af kuglerne er rgde. Spargsmalet er: Hvad er andelen af
rade kugler i aesken?

Strengt taget kan vi ikke udelukke at sesken fx kun indeholder
5% rade kugler. Selv i en sadan situation kan det jo forekom-
me at vi far 20 rade kugler eller endnu flere i 100 udtagelser.

Men det vil veere en heendelse med en lav sandsynlighed.

Ligeledes kan det forekomme at vi far 20 regde kugler eller
endnu feerre nar vi udtager100 kugler fra en aeske som
indeholder 50% rgde kugler. Men heller ikke det vil have
nogen stor sandsynlighed.

Lad os forestille os at vi har 99 aesker med kugler. | den farste
aeske er andelen af rgde kugler 0.01, i den naeste aeske er
andelen af rade kugler 0.02, i den naeste aeske 0.03, osv.

Vi ser fx pa den aeske hvor andelen af rade kugler er 0.30. Fra
denne seske udtager vi 100 kugler ved udtagelse med tilbage-
leegning.
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Vi lader nu BIN-Model beregne midteromrader:
Andel af rade kugler i aesken: 0.30

Midteromradde Sandsynlighed

27 ..33 50 %
25..35 75 %
23..38 90 %
21..39 95 %
19 ..42 99 %

Vi ser at 90%-dataomradet er 23..38. Det betyder at der er
90% chance for at antallet af rade kugler i stikprgven vil veere
fra 23 til 38.

Dette vil vi fortolke sadan at kun 20 rgde kugler i stikprgven pa
de 100 kugler ikke er saerlig sandsynlig. Vi vil derfor ikke have
stor tiltro til at vor ukendte seske skulle indeholde 30% rgde
kugler.

Vi ser nu pa en aeske hvor andelen af rgde kugler er 0.25. For
90%-midteromradet far vi her:

Andel af rade kugler i aesken: 0.25

Midteromrdde  Sandsynlighed

22..28 50 %
20..30 75 %
18 ..32 90 %
17 .. 34 95 %
14 .. 37 99 %

Denne gang indeholder 90%-midteromradet fra 18 til 32 rade
kugler. Da vor stikpr@gve indeholdt 20 ragde kugler, vil vi ikke af-
vise at den kan stamme fra denne seske hvor andelen af rgde
kugler er 0.25.
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Her er ngglen til vor Igsning af problemet:
Hvad er andelen af rgde kugler i den seske viudtog  de 100
kugler fra og hvor vi fik 20 rade kugler?

Svaret er:

Vi vil finde de aesker hvor et antal pa 20 rgde kugl  er i stik-
prgven harer med til 90%-midteromradet.

Vi kan prgve os frem med aesker hvor andelen af rade kugler
er 0.01, 0.02, 0.03 osv. indtil vi opnar at 20 er med i 90%-mid-
teromradet.

Det viser sig at vi far gevinst ferste gang ved en andel pa 0.14.
Her er 90%-midteromradet: 9..20. Vi far fra BIN-Model:

Andel af rade kugler i aesken: 0.14

Midteromradde Sandsynlighed

12 .. 16 50 %
10 .. 18 75 %
9..20 90 %
8..21 95 %
6. 24 99 %

Hvis vi fortseetter med hgjere andele, viser det sig at 20 er
med i 90%-midteromradet indtil andelen er 0.27. Her bliver
90%-midteromradet: 20..34. For hgjere andele er 20 ikke mere
med i 90%-midteromradet:
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Andel af rade kugler i aesken: 0.27

Midteromrade Sandsynlighed

24 .. 30 50 %
22 ..32 75 %
20..34 90 %
19..36 95 %
16 .. 39 99 %

Alt i alt har vi altsd at 20 er med i 90%-midteromradet for alle
aesker med en andel fra 0.14 til 0.27.

Dette interval fra 0.14 til 0.27 vil vi kalde et 90%-konfidensin-
terval for den ukendte andel af rade kugler. Vi kender jo ikke
den rigtige andel af rade kugler i den aeske vi udtog de 100
kugler fra , men vi har nu opstillet et skan over hvad andelen
kan teenkes at veere. Og her vil vi opfatte intervallet fra 0.14 til
0.27 som et fornuftigt skan.

Du kan nu prgve programmet Konfidens . Her skal du blot ind-
taste antallet af kugler i stikpragven og antallet eller andelen af

rede kugler. Du indtaster altsa 100 og 20. Programmet melder
nu:

Konfidens
Stikpravestarrelse: 100
Antal rade kugler : 20

Konfidensniveau Konfidensinterval

50% 0.171..0.234
75% 0.154 .. 0.254
90% 0.137..0.277
95% 0.127 ..0.291
99% 0.109..0.321
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Du kan se at 90%-konfidensintervallet her angives til:
0.137 ... 0.277

Programmet angiver intervallerne med tre decimaler hvor vi far
kun brugte to. Du kan let ved hjeelp af BIN-Model kontrollere at
det angivne interval er korrekt.

INSTAT kan ogsa give et grafisk billede af konfidensomra-
derne:

0.127 ' 0.171 0.254 0.321

Ordet konfidens

Ordet konfidens kommer fra latin og betyder tillid eller tiltro .
Med det angivne 90%-konfidensinterval har vi givet et skgn
over den ukendte andel af rade kugler: "Vi har 90% tillid til at
den ukendte andel findes i det givne interval fra 0.137 til
0.277".

De 90% henviser til at vi ved konfidensberegningen har benyt-
tet en metode som i 90% af tilfeeldene vil fgre til et interval der
indeholder den ukendte andel af rade kugler. De 90% beskri-
ver sikkerheden i vor metode: | et stort antal anvendelser

kan vi ga ud fra at metoden i 90% af tilfeeldene far  er til et
resultat hvor det beregnede interval indeholder den

ukendte andel .
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Advarsel : Selv om metoden i 90% af tilfeeldene farer til et kor-
rekt resultat, s& kan vi ikke vide om et forelagt konkret resultat
er korrekt eller ej. Vi bruger en god metode, men vi kan ikke vi-
de hvornar den farer til et korrekt resultat.

Prav selv

1. Syv gevinster. Du deltager 20 gange i et spil og far gevinst
7 gange. Angiv et 90%-konfidensinterval for gevinstchancen i
spillet.

2. Hvad er andelen af rgde kugler? Du udtager 200 kugler
fra en seske og finder at 147 af dem er rgde. Angiv et 90%-
konfidensinterval for andelen af rade kugler i aesken.

3. Lotto. Du spiller pa 200 lottoraekker og far gevinst pa 4 af
dem. Angiv et 90%-konfidensinterval for gevinstchancen i
lotto.

4. En politisk meningsmaling.  Blandt 1100 adspurgte vaelge-
re fortaeller 285 at de vil stemme pa Venstre. Angiv et 90%-
konfidensinterval for partiets tilslutning blandt veelgerne.

5. Mgntkast. | 100 kast med mgnt opnar du 63 kronekast.
Angiv et 90%-konfidensinterval for kronechancen med den
pageeldende mant.

6. Terningkast. | 100 kast med en terning opnar du 12 sek-
sere. Hvad fortzeller det om sekserchancen med den pagzel-
dende terning?

7. Ingen gevinst. Du spiller 20 gange i et spil og far ingen
gevinster. Hvad forteeller det om gevinstchancen i spillet?

8. Gevinst hver gang. Du spiller 20 gange i et spil og far

gevinst hver gang. Hvad forteeller det om gevinstchancen i
spillet?
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En afprgvning af konfidensomraderne

Vi afprgver beregningen af konfidensomrader ved at lade com-
puteren udtage kugler fra en aeske hvor andelen af rade kugler
er 0.20. Computeren opteeller antallet af rade kugler der udta-
ges og beregner de tilhgrende konfidensomrader.

Derefter undersgger den om de beregnede konfidensomrader
indeholder veerdien 0.20.

Her er en oversigt over 100 serier af udtagelser med 100 ud-
tagelser pr. serie.

Antal serier: 100

Antal udtagelser i hver serie: 100
Andel af rgde kugler i den aeske

der udtages fra: 0.20

Konfidensomrade:  Antal serier hvor 0.20
ligger i dette omrade:

K1(50%) 55
K2(75%) 86
K3(90%) 93
K4(95%) 97
K5(99%) 98

Af listen ser vi at 55 af de 100 serier gav et 50%-konfidensom-
rade som indeholdt tallet 0.20. Og at 93 af serierne gav et

90 % -konfidensomrade som indeholdt 0.20. | 93 tilfaelde ud af
100 indeholder 90%-konfidensintervallet altsa tallet 0.20. Men
vi ma ogsa bemaerke at i 7 tilfeelde ud af de 100 fik vi et 90%-
konfidensomrade som ikke indeholdt tallet 0.20.

Tabellen bekraefter dog at vi med god ret kan benytte konfi-
densomraderne nar vi gnsker at opstille et skan over den
ukendte veerdi af andelen af rgde kugler i den aeske hvorfra vi
udtager kugler.
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Konfidensintervallernes bredde

Vi ser pa en stikprgve pa 100 kugler fra en aeske. Lad os anta-
ge at stikprgven indeholder 50 ragde kugler. Vi kan nu beregne
et 90%-konfidensinterval for den ukendte andel af rade kugler
i sesken:

90% 0.414 .. 0.586
Vi ser at bredden af intervallet er 0.586 — 0.414 = 0.172.
Vi pr@ver nu med andre stikpragveresultater, nemlig med stik-

prever som indeholder 30 ragde kugler, 20 rade kugler, 10 rgde
kugler og 5 r@de kugler. Vi samler vore resultater i en oversigt:

Andel rgde kugler 90%-konfidens- Bredde
i stikprgven interval af interval
0.50 0.414...0.586 0.172

0.30 0.225...0.384 0.159

0.20 0.137...0.277 0.140

0.10 0.056...0.163 0.107

0.05 0.020...0.102 0.082

Vi ser at det bredeste interval far vi ved en andel pa 0.50 rgde
kugler i stikprgven.

Dette geelder for alle stikprgver med en bestemt starrelse, fx
for stikpraver pa 100 kugler: Det bredeste konfidensinterval fo-
rekommer nar andelen af rade kugler i stikpraven er 0.50. Jo
mere andelen afviger fra 0.50, jo kortere bliver konfidensinter-
vallet.
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Prov selv
Brug en stikpravestarelse pa 250 og beregn 90%-konfidens-
intervaller for fglgende andele af rade kugler i stikprgven:

0.50, 0.20, 0.10, 0.80 og 0.90

Prav ogsa med en stikprevestgrrelse pa 1000 og de samme
andele af rade kugler i stikprgven.

Et konfidensomrade af en given bredde

Der er en sammenhaeng mellem konfidensintervallernes bred-
de og bredden af stikprgvernes midteromrader. Vi ser pa et
eksempel: Vi gnsker et 90%-midteromrade som har en bredde
pa 0.10. Som du har set, kan vi beregne det ved hjaelp af BIN-
Model: Ga ind i BIN-Model Stikprgvestgrrelse ukendt. Indtast:

Andel af rgde kugler i sesken: 0.50
Midteromradets sandsynlighed: 0.90
Bredde af midteromrade: 0.10

Programmet beregner nu en stikpravestarrelse pa 271, og det
tilhgrende 90%-midteromrade beregnes til 122..149 rgde kug-
ler, svarende til 0.450..0.550 i andele af r@de kugler i stikprga-
ven.

Vi har altsa her et midteromrade med en bredde pa 0.10.

Prgver vi nu at beregne et 90%-konfidensomrade med en stik-
pravestarrelse pa 271 og en andel af rgde kugler i stikpraven
pa 0.50, far vi:

90% 0.451 .. 0.553

altsa et 90%-konfidensinterval med bredden 0.102, dvs. kun
en smule bredere end de 0.10.
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@nsker vi et 90%-konfidensinterval som ikke er bredere end
de 0.10, kan vi uanset andelen af ragde kugler i stikpraven be-
nytte en stikprevesterrelse pa 271. Ved en andel af rade kug-
ler pa 0.50 bliver bredden af konfidensintervallet 0.102, og ved
enhver anden andel af rade kugler i stikprgven vil konfidensin-
tervallet blive snaevrere, som vi sa far.

Hvis vi gnsker et konfidensomrade som har bredden 0.100,

kan vi prgve med lidt starre stikprgvestarrelser end 271. Det
viser sig at 278 er nok til at give en bredde pa 0.100 ved en

andel af rede kugler i stikprgven pa 50%. Kontroller det ved

brug af Konfidens.

6. Opgaver til Konfidens

1. Hvad er andelen af rgde kugler i posen?

Fra en pose udtages med tilbageleegning 50 kugler. Blandt
dem er der 15 rgde kugler. Opstil 90%-, 95%- og 99%-konfi-
densintervaller for den ukendte procentdel af rgde kugler i
posen.

2. En mgnt kastes

Af 300 mgntkast resulterer de 128 i Krone. Angiv et 90%-
konfidensinterval for sandsynligheden for Krone i kast med
den pageeldende mant.

3. En skaev mgnt
| 100 kast med en skaev mgnt opnas 67 kronekast. Angiv et
90%- konfidensinterval for sandsynligheden for Krone.

4. Hvor mange rygere?
En undersggelse viser at der er 267 rygere blandt 1000
tilfeeldigt udvalgte danskere i aldersgruppen fra 15 ar.

Giv et 90%-konfidensinterval for procenten af rygere i Dan-
mark.
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5. En politisk meningsmaling
En politisk meningsmaling der bygger pa svar fra 1200 perso-
ner giver fglgende tilslutning til tre af folketingets partier:

Socialdemokratiet . 346
Konservative folkeparti : 118
Radikale venstre 71

Beregn 90%-konfidensintervaller for de tre partiers tilslutning.

6. En forbrugerundersggelse
| en undersggelse omfattende 100 tilfeeldigt udvalgte danske
husstande indsamles fglgende data:

92 husstande har kgleskab

63 husstande har dvd-afspiller

38 husstande har mikrobglgeovn
8 husstande har telefax

Opstil 90%-konfidensintervaller for udbredelsen af de anfarte
tekniske hjeelpemidler i danske husstande.

7. Folkets rgst

En formiddagsavis spgrger fem tilfeeldigt udvalgte om de er for
eller imod Danmarks overgang til Euroen. Tre af dem er imod.
Hvad kan vi slutte heraf om danskernes holdning til Euroen?

8. Mgntkast

Udfar 50 kast med en mgnt og opteel antallet af kronekast. Lad
Konfidens beregne et 90%-konfidensinterval for mgntens kro-
nesandsynlighed.

9. Terningkast

Udfer 50 kast med en terning og opteel antallet af seksere. Lad
Konfidens beregne et 90%-konfidensinterval for terningens
seksersandsynlighed.
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10. Chancen for en dreng

Et &r fades der i Kabenhavn 4910 bgrn, af dem var 2530 dren-
ge. Opstil et 90%-konfidensinterval for "drengesandsynlighe-
den" i Kgbenhavn. Er der grund til at tro at drengesandsynlig-
heden er stgrre end 50%?

11. En klar eendring?

Skaf dig tallene fra en af de nyeste politiske meningsmalinger
og sammenlign partiernes tilslutninger med resultaterne fra det
seneste folketingsvalg. Leeg konfidensintervaller omkring talle-
ne fra meningsmalingen og undersgg ved hjaelp af dem om
nogle af partierne har haft en klar fremgang eller tilbagegang
siden valget.

12. Forcensur

Nar folkeskolens afgangsprgver i regning og matematik har
veeret afholdt, skaffer undervisningsministeriet sig et hurtigt
overblik over den forventede karakterfordeling ved at udtage
en stikpragve af elever og lade deres besvarelser rette far det
gvrige rettearbejde gar i gang. | stikpraven indgar elever med
et bestemt nr. pa klasselisten. (Hvorfor kan man ikke blot lade
censor selv udveelge en elev fra klassen?)

Et ar viser stikpraven p& 1834 elever at 276 vil fa en karakter
pa 10 eller derover, og at 115 vil fa en karakter under 6. Angiv
et 90%-konfidensinterval for hvor stor en procentdel af arets
eksaminander der vil f& en karakter pa 10 eller derover, og
hvor stor en procentdel der vil fa en karakter under 6.

13. En stavetest pr. stikpragve

Prav en af dine kammeraters stavefeerdighed pa fglgende
made: Du udveelger tilfeeldige ord fra retskrivningsordbogen,
leeser dem op for din kammerat og lader ham forteelle hvordan
ordene staves.

Prgv din kammerats stavefeerdighed ved en stikprave pa
mindst 25 ord.
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Angiv et konfidensinterval for andelen af ord i retskrivningsord-
bogen som du mener din kammerat kan stave rigtigt.

Byt derefter roller, og lad din kammerat teste dig.

14. Dit kendskab til engelske gloser

Tilretteleeg p4 samme made som i opgave 13 en test til under-
sggelse af din kammerats kundskaber i engelsk. Udveelg ord
fra en engelsk-dansk ordbog, og undersgg hvor mange han
kan overseette korrekt.

15. En tombola

Sanne traekker 20 sedler i en tombola og far gevinst pa de 6.
Hvad kan der siges om tombolaens gevinstsandsynlighed? Er
der tilstraekkelig grund til at tvivie pa at der er gevinst pa
mindst 50% af sedlerne?

16. Er terningen falsk?
| 15 kast med en terning opnar du overhovedet ingen sekser.
Er der grundlag for at pasta at terningen er falsk?

17. En meningsmaling pa din skole

Lav en stikprgveundersggelse pa din skole. Vaelg et spargs-

mal som kan besvares med ja eller nej, og sperg 20-30 tilfael-
digt valgte elever. Overvej farst hvordan du skal foretage ud-
veelgelsen af de elever der skal spgrges.

Opstil pa grundlag af svarene et 90%-konfidensinterval for ja-
svar pa din skole.

18. Hvor mange rygere?

Lav en undersggelse i din skoles 7-9 klasse af hvor mange
procent af eleverne der er rygere. Veelg en passende stikprgve
og beregn 90%-konfidensintervaller pa grundlag af dine resul-
tater fra stikprgven.
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Undersgg ogsa om der ser ud til at pigernes rygerprocent er
forskellig fra drengenes.

19. Venstrehandet

Lav som i opgave 18 en undersggelse af hvad procenten af
venstrehandede kan vaere blandt eleverne pa din skole. Lad
undersggelsen omfatte elever fra alle klassetrin.

20. Hvordan eendres bredden af konfidensintervaller -
ne?

Find ud af hvilken sammenhaeng der er mellem stikprgvens

omfang og konfidensintervallets bredde. Veelg fx en andel af

rade kugler i stikpraven pa 0.4 og find 90%-konfidensinterval-

lernes leengde for fglgende stikprgvestarrelser:

n=25, n=100, n=400, n=1600.
Hvilken sammenhaeng finder du?

21. Andre andele af rade kugler
Gentag undersggelsen fra opgave 20 med nogle andre valg
for andelen af rade kugler.

22. Hvor mange skal spgrges?

| en politisk meningsmaling om tilslutningen til de politiske par-
tier skal inddrages sa mange personer at de 90%-konfidensin-
tervaller der kan opstilles for partiernes veelgertilslutning ikke
har en laeengde p& mere end 0.05, uanset hvad partiets
tilslutningsprocent er.

Find ved hjeelp af Konfidens hvor mange personer der skal
indgd i meningsmalingen for at det stillede krav kan opfyldes.

23. En mgnt testes

Malene kaster en mgnt 50 gange for at undersgge dens sand-
synlighed for at vise Krone. | de 50 kast far hun Krone 19 gan-
ge. Vurder dette resultat ved hjeelp af Konfidens.
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24. En terning testes

Sanne kaster en terning 100 gange for at undersgge dens
sandsynlighed for at give sekser. | de 100 kast far 10 seksere.
Vurder dette resultat ved hjeelp af Konfidens. Tror du der er
tale om en aegte terning med en seksersandsynlighed pa 1/6?

25. Ligeveegtede udfald?

Sanne kaster en tegnestift 50 gange. | 35 tilfeelde falder den
med spidsen opad. Angiv ved hjeelp af Konfidens et skgn over
den ukendte sandsynlighed for "spidsen opad".

26. Hvor mange treeffere?

En mesterskytte pastar at hans treefsikkerhed er 80%. | 25
skud opnar han 15 traeffere. Vurder hans pastand ved hjzelp af
Konfidens.

27. For sma karakterer?

Ved en afgangsprgve hvor man bruger 13-skalaen er der nor-
malt 20% der far en karakter pa 6 eller derunder. | en klasse
med 25 elever viser det sig at der er 8 elever som far 6 eller
derunder. Giver dette grund til at tro at prgven har veeret for
sveer? Besvar spgrgsmalet ved hjeelp af Konfidens.

28. Er kvaliteten i orden?

I en produktion er normalt 60% af de producerede enheder af
1. kvalitet. | en stikprave pa 50 enheder findes kun 24 enheder
af 1. kvalitet. Giver dette grund til bekymring?

29. En kvalitetskontrol

Ved en kvalitetskontrol undersgges om produktionen hgjst in-
deholder 10% defekte enheder. | en stikprgve pa 50 enheder
er der 8 defekte enheder. Kan produktionen godtages? | en
stikprgve pa 100 enheder er der 16 defekte enheder. Kan
produktionen godtages?
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30. Et kedeligt spil
Malene spiller 100 gange i et spil. Hun far kun gevinst i ét af
de 100 spil. Hvad forteeller det om gevinstchancen i spillet?

31. Hvor mange billedmaerker?

Sanne far tilbudt en seek med brugte frimeerker. Det pastas at
40% af frimaerkerne i seekken er billedmaerker. Sanne udtager
en handfuld pa 150 frimaerker hvoriblandt der viser sig at veere
50 billedmeaerker. Kan hun tro pa szelgerens pastand om 40%
billedmeerker i seekken?

32. Enterning testes
Ved 500 kast med en terning testes at seksersandsynligheden
er 1/6. Der opnds 63 seksere. Hvad er din konklusion?

33. Er kvaliteten faldet?

En produktion garanteres at indeholde mindst 60% enheder af
1. kvalitet. En stikprgve pa 100 enheder indeholder 52 enhe-
der af 1. kvalitet. Hvor godt stemmer det med garantien?

En stikprgve pa 250 enheder indeholder 135 enheder af 1.
kvalitet. Hvad er din konklusion?
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Testgraf

7. En testsituation

Lad os se pa et eksempel. En spillehal gnsker at anskaffe en
ny spillemaskine. Spillemaskinefirmaet pastar at maskinen gi-
ver spillerne en gevinstchance pa 30%. Spillehallen gnsker at
undersgge denne pastand ved et eksperiment.

Man opstiller den hypotese at firmaet har ret: Maskinens ge-
vinstchance er 30%. Et testeksperiment skal sa afgare om hy-
potesen skal forkastes eller om den kan godtages. Eksperi-
mentet kan fx bestd i at der udfares 50 spil. | et sddant antal
spil skal der i gennemsnit forekomme 30% gevinstspil, dvs. 15
gevinstspil. Spillehallen er tilfreds hvis antallet af gevinster bli-
ver fra 10 til 20, men under 10 og over 20 gevinster vil man
ikke acceptere.

Den opstillede hypotese belyses ved en test med godta-
gelsesomradet 10 .. 20.

Det betyder fglgende:

Nar eksperimentet giver et resultat som falder i
godtagelsesomradet, accepteres hypotesen.

Nar eksperimentet giver et resultat som falder uden for
godtagelsesomradet, forkastes hypotesen.

Testen farer altsa til en af de to afgarelser:
(1) Hypotesen godtages
(2) Hypotesen forkastes

Nu er det desveerre ikke sikkert at testen resulterer i den rigti-
ge afggrelse. Det kan jo ske at testen farer til at hypotesen for-
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kastes selv om hypotesen i virkeligheden er sand. Og det kan
ogsa ske at testen farer til at hypotesen godtages selv om den
er falsk. - Der er risiko for to typer af fejl:

Fejl af 1. art : Hypotesen forkastes, men er sand.
Fejl af 2. art : Hypotesen godtages, men er falsk.

En fejl af 1. art vil her besta i at hypotesen om gevinstchancen
bliver forkastet selv om gevinstchancen i virkeligheden er 30%
som pastaet. En fejl af 2. art vil besta i at pastanden om en
gevinstchance pa 30% godtages selv om gevinstchancen i vir-
keligheden ikke har denne veerdi.

En fejl af 1. art vil altsa vaere til skade for spillemaskinefirmaet.
Det far jo underkendt spillemaskinen til trods for at den er god
nok. En fejl af 2. art er til skade for kgberen af spillemaskinen.
Han godtager en maskine som ikke er i overensstemmelse
med de givne specifikationer.

| denne situation kan vi sige at fejl af 1. art udger seelgers
risiko , medens fejl af 2. art er kgbers risiko .

| andre forbindelser beskrives fejl af 1. art som en negativ-
falsk beslutning: Hypotesen forkastes, men denne beslutning
er falsk. Vi siger nej til hypotesen, men det er en falsk beslut-
ning.

Tilsvarende beskrives fejl af 2. art som en positiv-falsk be-
slutning: Hypotesen godtages, men denne beslutning er falsk.
Vi siger ja til hypotesen, men det er en falsk beslutning.

I medicinsk sammenhaeng kan en negativ-falsk beslutning
betyde at en test viser at patienten ikke er syg, men dette er
ikke rigtigt. En positiv-falsk beslutning betyder at testen viser
at patienten har sygdommen, men dette er ikke rigtigt.

Den der gar brug af en test, er selvfglgelig interesseret i at
vide hvor stor en risiko der er for at testen farer til forkerte
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afgarelser: Hvad er risikoen for en fejl af 1. art? Og hvad er
risikoen for en fejl af 2. art?

Fejl af 1. art. Testens signifikansniveau

Det farste af de to spargsmal kan let besvares. Nar der er op-
stillet en test med et godtagelsesomrade, kan vi beregne den
sandsynlighed der er knyttet til godtagelsesomradet nar den
opstillede hypotese er sand. Har vi fx et godtagelsesomrade
som har en sandsynlighed pa 90%, vil risikoen for fejl af 1. art
hgjst veere 10%. At godtagelsesomradet har en sandsynlighed
pa 90% betyder jo:

Nar hypotesen er sand, er der mindst 90% chance
for at testeksperimentet giver et resultat som falder i
godtagelsesomradet.

Nar hypotesen er sand, er der derfor mindst 90% chance for at
testen farer til at hypotesen godtages og dermed hgjst 10%
risiko for at hypotesen forkastes. Benytter vi en test med et
90%-godtagelsesomrade er risikoen for fejl af 1. art altsa 10%.

En test som har en risiko pa hgjst 10% for fejl af 1. art, kaldes i
statistikken for en test med et signifikansniveau pa 10%. Nar
man benytter en test med et signifikansniveau pa 10%, er der
altsa hgijst en risiko pa 10% for at testen farer til fejlagtig for-
kastelse af den opstillede hypotese, dvs. forkastelse af en hy-
potese som er sand.

Hvis testeksperimentet med den forelagte test giver et resultat
som farer til forkastelse af hypotesen - altsa et resultat uden
for godtagelsesomradet - siger man at dette resultat er statis-
tisk signifikant pa 10%-niveauet . Eller at resultatet har et
skaevniveau pa 10% .

Fejl af 2. art.

Hvad nu med fejl af 2. art, altsa fejl som bestar i at testen farer
til godtagelse af en falsk hypotese? Her er situationen ikke sa
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enkel. Sagen er jo den at en hypotese kan veere falsk pd man-
ge mader.

| eksemplet med spillemaskinen kan den opstillede antagelse
om en gevinstchance pa 30% veere falsk fordi den rigtige
chance er 40%. Men det kan ogsa veere at den rigtige chance
er 25%, eller 20%, eller 50%. Der er mange muligheder, og til
hver af dem svarer en risiko for fejl af 2. art.

Vi kan derfor ikke give én bestemt risiko for fejl af 2. art, vi bli-
ver ngdt til at tage hensyn til hvilken af de mulige "falskheder
af hypotesen" der taenkes pa.

Er modellen korrekt?

| gvrigt kunne det ogsa teenkes at det er falsk at spillene pa
spillemaskinen kan beskrives ved den model vi har benyttet,
altsd modellen for kugleudtagelse med tilbagelaegning. Denne
model ville jo ikke kunne benyttes hvis der fx var en pavirkning
fra det ene spil til det andet, sa spillene ikke var uafhaengige af
hinanden.

Vi vil i det fglgende ga ud fra at kugleudtagelses-modellen kan
benyttes som model for spillene pa spillemaskinen. En sadan
model kaldes ogsa en bin omialfordelings-mode |, og den
testtype vi skal se p3, kaldes en binomialtest .

| arbejdet med binomialtest benytter vi programmet INSTAT.
Her findes en reekke underprogrammer. Vi ser nu naermere pa
underprogrammet Testgraf .

8. Testgraf: Dobbeltsidede test

Til behandling af spargsmal vedragrende opstilling af binomial-
test vil vi hente hjeelp i underprogrammet Testgraf , og dette
program kan klare alle de udregninger vi har brug for ved over-
vejelser over fejl af 2. art i binomialtest. Det kan derfor ogsa
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besvare de spgrgsmal vi opstillede i forbindelse med den fore-
slaede test for spillemaskinen.

Lad os hvad Testgraf kan. Nar du abner dette program far du
falgende tekst pa skeermen:

i Inddata til Testgraf EI
En ®#ske indeholder et ukendt antal kugler.

Andelen af rede kugler i asken er ukendt.

Der opstilles en hypotese for andelen af rede kugler.

Hypotese: Andel af rgde kugler (0.001..0.999): 0.3
Antal kugler der udtages (mindst 5): 50
Chance for at sand hypotese godtages (0.500..0.999): 0'90‘

« OK

Vi har indtastet tallene fra testen af spillemaskinen: Her er hy-
potesen at andelen af rade kugler (= gevinstsandsynligheden)
er 0.30. Vi udfgrer 50 spil, og vi ghsker en test hvor der er
mindst 90% chance for at hypotesen godtages nar den er
sand.

Programmet beregner nu tre typer af godtagelsesomrader:

1. omrade (midteromrade): 10.. 20
2. omrade (venstreomrade): 0..19
3. omrade (hgjreomrade): 11..50

Vi kan veelge et af disse tre testomrader, og programmet vil da
tegne et grafisk billede, den sakaldte testgraf .

Vi er interesseret i en test med et midteromrade som godtagel-
sesomrade, og Vi veelger derfor veelger vi at f& tegnet testgra-

2 n

fen for omrade 1. Vi klikker derfor pa "midter". Vi godtager alt-
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sa hypotesen safremt vi far at antallet af gevinster ligger i det
beregnede midteromrade, dvs. i omradet 10..20

Vi far nu falgende figur pa skeermen:

0.80 1
0.60 1

0.40 4

Tegningen viser testens acceptkurve eller dens testgraf. Den
forteeller i et grafisk billede hvad sandsynligheden er for at tes-
ten farer til godtagelse af den opstillede hypotese.

Figuren viser hele omradet fra 0 til 1 pa x-aksen. Hvis vi vil ga
neermere pa tegningen, kan vi klikke pa knappen Detaljer . Vi
far da et neerbillede af figuren:

0.80 1
0.60 1

0.40 4

0.19 0.29 0.39 0.489 0.5%9

Hvis du vil foretage aflaesninger, sa venstreklik et sted pa figu-
ren. Nu viser der sig en lineal. Den kan veere til hjaelp nar du
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fx vil se hvor kurven har en hgjde pa 0.5. Linealen kan fjernes
igen ved et hgjreklik.

0.80 1

0. 60 9

0.40 1

0.1% 0.29 0.39 0.4%9 0.5%

Da det kan vaere sveert at aflaese ngjagtigt pa figurerne, giver
programmet mulighed for at vi kan indtaste x-veerdier og fa ud-
skrevet de tilhgrende y-veerdier for kurvepunkterne. Indtast fx
veerdien x = 0.3 og tryk Enter. P& skaermen udskrives nu: y =
0.912. Det betyder at nar gevinstchancen har en vaerdi pa 0.3,
sa er der en sandsynlighed pa 0.912 for at testen farer til god-
tagelse af den opstillede hypotese. Testen opfylder altsa det
stillede krav: Nar hypotesen er sand, skal der vaere mindst
90% chance for at testen fgrer til godtagelse af hy  potesen.

Lad os prave nogle flere udregninger. Du kan finde dem til hgj-
re pa skeermen nar du indtaster de tre x-vaerdier:

x=0.200 y= 0.556
x= 0.400 y= 0.560
x=0.500 y= 0.101

Nar maskinens gevinstchance er 0.2 i stedet for 0.3, er der en
chance péa 0.556 for at testen farer til godtagelse af hypotesen
om at gevinstchancen er 0.3. Der er altsa en risiko pa over
55% for at bega en fejl af 2. art nar maskinens virkelige ge-
vinstchance er nede pa 20%.
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Dette viser os netop svagheden ved en signifikanstest: Testen
opfylder ganske vist vort krav om at risikoen for fejl af 1. art er
begraenset til 10%, men risikoen for fejl af 2. art kan langt
overstige dette tal. Hvis vi anvender den foreliggende test, er
der over 55% risiko for at vi godtager den opstillede hypotese
om en gevinstsandsynlighed pa 30% selv om den i virkelighe-
den er nede pa 20%.

Ogsa ved en gevinstchance pa 40% er der en hgj risiko for fejl
af 2. art, nemlig 0.560. Farst ved en gevinstchance pa 50% er
risikoen for fejl af 2. art nede pa et taleligt niveau, nemlig kun
ca. 10%.

Du kan pa figuren se at testgrafen har sin top for x-veerdier i
neerheden af 0.30. Sadan bgr det ogsa vaere: Nar x er neer
ved 0.30, skal der veere stor sandsynlighed for at testen farer
til godtagelse af hypotesen x=0.30.

For x-veerdier langt fra 0.30 er der kun lille sandsynlighed for
at testen farer til godtagelse af hypotesen x=0.30. Ogsa dette
er helt som det bar veere: jo mere den virkelige x-veerdi afviger
fra 0.30, jo mindre sandsynlighed ma der veere for at testen
godtager hypotesen x=0.30.

Hvad testgrafen forteeller

Den ideelle testgraf ville veere en graf hvor kurven har en hgj-
de pa 1 ved hypotesesandsynligheden (i vort eksempel ved
x=0.3) og en hgjde pa 0 ved alle andre x-vaerdier. Sa ville risi-
koen for fejl veere helt fijernet. Jo mere testgrafen ligner denne
ideelle figur, jo mere fglsom en test er der tale om, dvs. jo bed-
re er testen til at afslgre sma afvigelser fra hypotesesandsyn-
ligheden.

En testgraf kan give os et hurtigt overblik over hvor god den
opstillede test er. Jo stejlere og smallere kurven er, jo mere

faglsom er testen. Desveerre kan vi jo ikke frit fastleegge test-
grafens udseende. Sa snart en bestemt test er valgt, dvs. sa
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shart et testeksperiment og en godtagelsessandsynlighed er
valgt, sa er testgrafen i princippet fastlagt. Den vi her har set
pa, svarede til et testeksperiment pa 50 spil og som godtagel-
sesomrade et midteromrade med en sandsynlighed pa 90%.
Hvis vi med denne godtagelsessandsynlighed vil have en me-
re fintmaerkende test, ma vi udvide testeksperimentet sa det
kommer til at omfatte et stgrre antal udtagelser.

Her har vi udtaget 500 kugler i stedet for 50:

¥

0.60 1

0.40 4

0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Vi ser at testgrafen nu er smallere og ligger mere koncentreret
i omradet omkring x=0.30.

Kommentar : Du vil se at den nye kurve naesten har samme
top som den kurve vi tegnede far, men den nye kurve er smal-
lere. For en given x-veerdi som ikke ligger lige omkring 0.30, er
risikoen for fejl af 2. art derfor mindre ved den nye test med
100 spil end ved den gamle test med 50 spil.

Testen der omfatter 500 spil er steerkere , dvs. mere fglsom el-
ler fintmeerkende end testen der kun omfatter 50 spil. De to
test har begge et 90%-godtagelsesomrade, eller hvad der er
det samme: de har begge et signifikansniveau pa 10%. Men
testen med de 500 spil har stagrre chance for at afslgre en falsk
hypotese. Testene har altsd samme risiko for fejl af 1. art,
nemlig ca. 10%, men ved testen der omfatter 500 spil er der
mindre risiko for fejl af 2. art end ved testen der omfatter 50
spil.
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Havde vi opstillet en test der fx omfattede 2000 spil, ville vi
have faet en endnu staerkere test. Det gaelder alment at jo
stgrre testomfang, jo steerkere test , dvs. jo bedre er den til
at afslgre falske hypoteser. Her er testgrafen for en test med
2000 spil:

0.80 1
0.60 1

0.40 1

0.z0o 0.40 0.60 0.80 1.00

Denne test har et godtagelsesomrade fra 566 til 634. Det sva-
rer til at andelen af ragde kugler der udtages, er fra 28,3% til
31,7%. Det betyder at hvis testen resulterer i 28% rgde kugler,
sa forkastes spillemaskinen. Men maske er afvigelsen mellem
de pastaede 30% og de opnaede 28% uden praktisk betyd-
ning for spillemaskine-kaberen, sa han alligevel godtager ma-
skinen:

En afvigelse kan godt veere statistisk signifikant
og dog veere uden praktisk betydning.

Ved vurderingen af en test der farer til forkastelse af den op-
stillede hypotese bgr man derfor farst undersgge om den ob-
serverede afvigelse er af praktisk betydning. Hvis den ikke er
det, er der ingen grund til at forkaste hypotesen selv om testre-
sultatet er statistisk signifikant.
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Prov selv
Vi ser neermere pa spillemaskinens testgraf (50 udtagelser)

1.

Hvad er risikoen for fejl af 2. art nar den rigtige gevinst-
chance er 45%?

Find for hvilke x-veerdier risikoen for fejl af 2. art er
mindre end 50%. (Pragv dig frem ved indtastning af x-
veerdier).

Hvordan kan du ved hjeelp af testgrafen finde testens
risiko for fejl af 1. art, dvs. testens signifikansniveau?

Lad Testgraf opstille en test for spillemaskinen der
omfatter 200 spil. Benyt igen en test med midteromrade
som godtagelsesomrade og en chance pa 90% for at en
sand hypotese godtages. - Undersgg hvad risikoen for
fejl af 2. art er ved denne test nar den rigtige gevinst-
sandsynlighed for spillemaskinen er 20%, og nar den er
40%.

Opstil en test som ggr brug af 2000 spil og beregn risiko-
en for fejl af 2. art nar gevinstchancen er 20%, og nar
den er 40%.

De beregninger vi har foretaget over risikoen for fejl af 2. art,
viser hvor farligt det kan veere ukritisk at ggre brug af signifi-
kanstest hvor man alene interesserer sig for fejl af 1. art, altsa
for testens signifikansniveau.

Iseer ma man veere forsigtig med sine konklusioner nar en sig-
nifikanstest farer til godtagelse af den opstillede hypotese.
Nar man ikke har styr pa risikoen for fejl af 2. art, kan man i
realiteten intet sige om hypotesens trolighed i denne situation.
Det geelder isaer hvis testens omfang er beskedent.
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Hypotesen kan altid forkastes?

Undertiden siger man at en hypotese der udtaler sig om at hy-
potesesandsynligheden har en bestemt veerdi, fx 0.30, altid vil
kunne forkastes. Blot man opstiller en test med et stort om-
fang.

| virkelighedens verden er der jo ingen sandsynlighed der vil

veere lige netop 0.30, der vil altid veere sma praktiske afvigel-
ser. Og sadanne afvigelser vil blive afslgret af en test hvor vi
g@r brug af et stort antal udtagelser.

9. Konfidens og hypotesetest

Vi har nu to metoder til at vurdere om en opstillet BIN-Model
ligger bag de observationer vi foretager, altsa bag de data vi
indhenter ved stikpraveudtagelserne. Til eksempel ser vi pa
den hypotese at spillemaskinens vinderchance er 0.3, og vi

udfarer et eksperiment der bestar af 50 spil.

Vi kan da angive et 90%-godtagelsesomrade. Det beregnes af
Testgraf til at vaere omradet 10..20:

Andel rede kugler: 0.300
Stikprevens sterrelse: 50
Godtagelses—-chance: %0.0
Godtagelsesomride: 10..20

0.80 1
0.60 1

0.40 1

0.z0 0.40 0.60 0.80 1.00
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Hvis vi opnar en observation i omradet fra 10 til 20, vil vi god-
tage den opstillede hypotese. Fx vil vi godtage hypotesen hvis
vi opnar 12 gevinster i de 50 spil.

Vi beregner nu et 90%-Konfidensomrade for observationen 12:
90% 0.145 .. 0.359

Vi ser at 0.3 ligger i konfidensomradet. Vi vil derfor godtage at
den ukendte vinderchance pa spillemaskinen kan veere 0.3.

Tilsvarende vil observationen 20 fare til godtagelse af den op-
stillede hypotese. Og for denne observation bliver 90%-Konfi-
densomradet:

90% 0.284 .. 0.526

Altsa igen et konfidensomrade der indeholder veerdien 0.3.

Praver vi med vaerdien 21 der ligger uden for godtagelsesom-
radet, far vi et 90%-Konfidensinterval der ikke indeholder 0.3:

90% 0.302 .. 0.546
Alt i alt vil der geelde at hvis hypotesetesten farer til godken-
delse af hypotesessandsynligheden, sa vil konfidensbereg-
ningen give et interval der indeholder denne sandsynlighed.
Og hvis hypotesetesten farer til forkastelse af hypotesesand-
synligheden, sa vil konfidensberegningen give et interval som
ikke indeholder denne sandsynlighed.
De to metoder vil derfor fare til samme resultat.
Der geelder endvidere at hvis vi far en observation som ligger

yderligt i godtagelsesomradet, sa vil vi ogsa fa et konfidens-
omrade hvor hypotesesandsynligheden ligger yderligt.
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Hvis vi gar brug af testgrafen ved hypotesetesten, sa far vi
nogle oplysninger om niveauet for fejl af 2. art, altsa risikoen
for at hypotesen godtages selv om den er falsk. Sddanne op-
lysninger far vi ikke fra konfidensberegningerne.

De statistiske veerktgjer konfidensberegninger og hypotese-
test harer hjemme i et omrade af statistik som kaldes induktiv
statistik. Her har man som udgangspunkt en opstillet statistisk
model. Derefter indsamles observationer, og ved hjeelp af de
statistiske veerktgjer afgagres det om de forelagte observationer
peger pa at den opstillede model kan godtages eller om den
ma forkastes.

10. Enkeltsidede test

Hidtil har vi kun set eksempler pa test hvor godtagelsesomra-
det har vaeret et midteromrade. Ved sadanne test er omradet
uden for godtagesesomradet, det sakaldte skaevomrade, op-
delt i to omrader: ét til venstre for godtagelsesomradet og ét til
hgjre for godtagelsesomradet. Sadan en test med et midter-
omrade som godtagelsesomrade kaldes en dobbeltsidet test .
Den vil fgre til forkastelse af den opstillede hypotese bade nar
der observeres en for lille veerdi (en veerdi i skeevomradet til
venstre), og nar der observeres en for stor veerdi (en veerdi i
skeevomradet til hgjre).

Det var rimeligt at bruge en sadan dobbeltsidet test da vi af-
pravede spillemaskinen. Vi var jo her pa vagt over for bade
sma gevinstsandsynligheder og store gevinstsandsynligheder.

Ofte er man i testsituationer kun interesseret i at sikre sig mod
afvigelser fra den opstillede hypotese som ligger i én bestemt
retning. Man kan da opstille en enkeltsidet test . Vi ser pa et
par eksempler.

MODEL og DATA, Side 80



Test med venstreomrade som godtagelsesomrade

| en produktion pastas hgjst 20% af de producerede enheder
at veere defekte. Opstil en test til belysning af spgrgsmalet.
Lad os teenke os at vi udtager en stikprgve pa 50 vareenhe-
der, og at vi fastleegger hvor mange af disse 50 enheder der er
defekte. Ved denne test vil vi ikke vaere bekymrede hvis der i
stikprgven er meget fa defekte enheder (eller maske slet in-
gen). Vi er alene pa vagt over for at der skulle veere for mange
defekte enheder i stikprgven.

Vi opstiller derfor her en test med et godtagelsesomrade som
streekker sig fra 0 og op til en sadan vaerdi at der er 90% chan-
ce for at testen giver et resultat i godtagelsesomradet nar den
givne hypotese er sand. Altsd nar der kun er 20% defekte
enheder i produktionen.

Nu kan vi lade Testgraf overtage beregningerne. Vi indtaster:

Hypotese: Andel af rade kugler: 0.20

Antal kugler der udtages: 50

Chance for at sand hypotese godtages: 0.90
Programmet beregner nu fglgende tre omrader:

1.1. omrade (midter) :  6..15

2.omrade (venstre) : 0..14

3.omrade (hgjre) : 6..50
Denne gang er vi interesseret i godtagelsesomrade 2, venstre-
omradet. Det omfatter vaerdierne fra 0 til 14. Det betyder at vi
vil godtage hypotesen (om en produktion med hgjst 20% de-

fekte enheder) nar antallet af defekte enheder i stikprgven er
hgjst 14. Far vi mere end 14 defekte enheder, forkaster vi den
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opstillede hypotese. Vi har her en test hvor godtagelsesom-
radet er et venstreomrade.

Vi lader nu programmet tegne testgrafen:

¥

0.60 1

0.40 4

0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Vi ser at ved sma x-vaerdier er der stor chance for at testen vil
fare til godtagelse af den opstillede hypotese:

x=0.10 y=0.9999
x=0.20 y=0.9393

Men for st@rre x-veerdier falder chancen for godtagelse. For
eksempel kan vi lade programmet beregne:

x=0.30 y=0.447

x=0.40 y=0.054

x=0.50 y=0.001
Nar den rigtige fejlprocent i produktionen er 30%, er der altsa
en risiko pa ca. 45% for fejl af 2. art, altsa en risiko pa 45% for
at testen anerkender produktionen som veerende god nok.
Nar fejlprocenten i produktionen stiger til 40%, falder risikoen

for fejl af 2. art til ca. 5%. Og nar fejlprocenten er helt oppe pa
50%, er risikoen for fejl af 2. art kun 0,1%.
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Test med hgjreomrade som godtagelsesomrade
| et spil garanteres en gevinstsandsynlighed pa mindst 40%.
En deltager der har mistillid til denne angivelse, gnsker at
undersgge spillet ved hjeelp af en test.
| denne situation er spilleren pa vagt over for et lille antal af
gevinster. Derimod giver det ikke anledning til bekymring hvis
antallet af gevinster skulle blive stort. Spilleren gnsker derfor
en test med et godtagelsesomrade som er et hgjreomrade.
Lad os opstille en test hvor der udfgres 50 spil.
| Testgraf indtaster vi:

Hypotese: Andel af rade kugler: 0.40

Antal kugler der udtages: 50

Chance for at sand hypotese godtages: 0.90

Programmet beregner herefter fglgende tre omrader:

1. omrade (midter): 14..26

2. omrade (venstre): 0..24

3. omrade (hgjre):  16..50
Vi veelger her godtagelsesomrade 3, hgjreomradet. Det omfat-
ter veerdierne fra 16 til 50. Det betyder at vi godtager gevinst-

garantien pa mindst 40% hvis antallet af gevinster i de 50 spil
bliver 16 eller derover.
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1.00
0.80 1
0.60

0.40 4

Vi lader Testgraf tegne acceptkurven for omrade 3: Vi ser at
for sma veerdier af x er der kun lille chance for at testen fagrer
til godtagelse af den opstillede hypotese. Vi beregner fx:

x=0.20 y=0.031

x=0.25 y=0.163

x=0.30 y=0.431

x=0.40 y=0.904
Nar den rigtige gevinstsandsynlighed er 30%, er der en risiko
pa ca. 43% for at testen godkender spillet. Men nar gevinst-
sandsynligheden er pa 25%, er risikoen for fejl af 2. art kun ca.
16%. - Af tabellen ser vi at nar den opstillede hypotese er
sand, dvs. nar gevinstsandsynligheden er 40%, sa er der over
90% chance for at testen fgrer til godtagelse af hypotesen.
Vi har her set to eksempler pa enkeltsidede test: En test med
et venstreomrade som godtagelsesomrade og en test med et
hgjreomrade som godtagelsesomrade.

Valget mellem en enkeltsidet test og en dobbelt-
sidet test er bestemt af den foreliggende opga  ve.
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Safremt vi ved testen alene er pa vagt over for stikprgveresul-
tater som "ligger for langt ude i den ene retning", skal der veel-
ges en enkeltsidet test. Vil man derimod sikre sig mod afvigel-
ser der kan gd i begge retninger, ma en dobbeltsidet test an-
vendes, altsa en test med et midteromrade som godtagelses-
omrade.

11. Binomialtest som veerktgj
Ved fastleeggelse af en binomialtest kan du ga frem pa falgen-
de made:

1. En hypotese opstilles.

2. Stikprgvens stgrrelse veelges.

3. Testens signifikansniveau fastseettes.
4. Godtagelsesomradet beregnes.

De tre fagrste punkter er overladt til din afggrelse. Punkt 4 kan
Testgraf klare for dig, men ogsa her méa du tage en beslutning
om hvilken type af godtagelsesomrade du ansker:

midteromrade , venstreomrade, hgjreomrade.

Nar testgrafen foreligger, kan du derefter undersgge om den
opstillede test opfylder dine gnsker med hensyn til risikoer for
fejl af 2. art. Hvis testen ikke er god nok, kan du ga tilbage til
punkt 2 og veelge en steerkere test, dvs. en test med et mere
omfattende testeksperiment. Det er helt overladt til dig at afga-
re om en forelagt test er for grov, eller om den har en tilstreek-
kelig falsomhed.

Brug veerktgjet med omtanke

Som du vil forsta er en binomialtest ikke et sikkert vaerktgj der
fejlfrit farer frem til den rigtige afgarelse om den opstillede hy-
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potese. Det kan ske at testen farer til forkastelse af en sand
hypotese, og det kan ske at testen fgrer til godtagelse af en
falsk hypotese. Der er risiko for fejl af 1. art, og der er risiko for
fejl af 2. art.

Medens risikoen for fejl af 1. art kan begreenses ved valg af et
passende godtagelsesomrade, kan risikoen for fejl af 2. art
ikke kontrolleres helt sa let. Den kan dog - som du har set -
nedseettes hvis testens omfang forgges. Men uanset hvilken
binomialtest der benyttes, vil der altid veere en risiko for forker-
te afgarelser.

Vi ma derfor veere forsigtige med de konklusioner vi drager af
en udfgrt test. Lettest er det at fortolke en situation hvor testen
har fart til forkastelse af den opstillede hypotese. Hvis testen
har et signifikansniveau pa 5%, kan vi sige at der foreligger et
testresultat som kun har en sandsynlighed pa 5% hvis den op-
stillede hypotese er sand. Dette vil vi i fagsprog udtrykke ved
at sige at vi har forkastet hypotesen pa 5%-niveauet.

Nogle vil i denne situation sige at "de er 95% sikre pa at hypo-
tesen er falsk". Denne angivelse af en overbevisning pa 95%
har intet med statistisk sandsynlighed at ggre, det er alene et
subjektivt udtryk for graden af tiltro til den foretagne beslut-
ning.

Du ma hele tiden huske pa at en hypotesetest ikke giver dig
svar pa om en opstillet hypotese er sand eller om den er falsk.
Ej heller kan den svare pa hvad chancen er for at hypotesen
er sand. Det eneste spgrgsmal du kan fa svar pa er:

Hvis den opstillede hypotese er sand, hvad erdar isikoen
for at testen vil fare til forkastelse af hypotesen ?

Hvis testen ikke farer til forkastelse af den opstillede hypotese,

ma vi ngjes med at sige at testeksperimentet ikke har givet sa
klare signaler at vi er i stand til at forkaste hypotesen. Hypote-
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sen er derfor godkendt indtil videre , maske indtil ny informa-
tion i form af nye observationer foreligger.

Godtagelse af den opstillede hypotese kan derfor siges at sva-
re til afgerelsen "ikke skyldig" i retssalen. Her er princippet jo
at den anklagede anses for at veere "ikke skyldig” indtil det
modsatte er sandsynliggjort. | denne sammenhaeng betyder en
fejl af 1. art en fejlagtig domfeeldelse, medens en fejl af 2. art
betyder en fejlagtig frifindelse.

Nar testeksperimentet giver et resultat i godtagelsesomradet,
vil vi altsa ikke konkludere at hypotesen er sand:

En godtaget hypotese er ikke ngdvendigvis en sand h  ypo-
tese, men maske blot en hypotese vi endnu ikke har haft
held til at afslgre som falsk.

Ligeledes er en forkastet hypotese ikke ngdvendigvis en falsk
hypotese. Der er altid en risiko for at testen har fort til et "sta-
tistisk justitsmord".

Nar vi benytter en test med et signifikansniveau pa 5%, ved vi
at der hgjst er 5% risiko for at testen fgrer til forkastelse af en
hypotese der er sand. De 5% er en risiko som er knyttet til hy-
potesetestnings-metoden: | det lange lgb - altsd ved mange
anvendelser af testen - kan vi regne med at vi i hgjst 5% af de
tilfeelde hvor hypotesen er sand vil komme til at forkaste den.
Nar testen anvendes pa sande hypoteser, vil den altsa i 95%
af tilfeeldene fare til godtagelse af hypotesen.

Der er intet i vejen for at vi bruger disse 95% som et udtryk for
den tillid vi har til en afggrelse der er foretaget med testen. Vi
skal blot gare os klart at de 95% knytter sig til den metode vi
gar brug af, ikke til den forelagte specielle anvendelsessituati-
on. — Det var den samme fortolkning vi benyttede i forbindelse
med beregning af konfidensomrader.
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Nar der foreligger en observation der farer til forkastelse af
den opstillede hypotese, vil man ofte kunne hgre: "Jeg er 95%
sikker pa at testen har fart til den rigtige afgarelse”, eller "Der
er hgjst 5% chance for at hypotesen er sand ". Men det korrek-
te vil veere at sige: "Der er hgjst 5% chance for at fa et sa
skaevt resultat nar hypotesen er sand". Om hypotesen er sand
eller falsk, kan vi ikke vide. Og vi kan ikke szette chancer pa.

Nar testen farer til godtagelse af hypotesen, kan tilsvarende
udsagn ikke fremseettes. | dette tilfeelde vil du ikke med nogen
ret kunne sige at du er 95% sikker pa at hypotesen er sand.
Selv nar hypotesen er falsk, kan der jo vaere stor risiko for at
testen farer til godtagelse af hypotesen. Men hvis du kender
testens testgraf kan du dog give nogle udtalelser om sikkerhed
i de situationer hvor testen fagrer til godtagelse af hypotesen:

Af testgrafen kan du maske afleese at for x = 0.50 er der ca.
25% risiko for at den anvendte test farer til godtagelse af den
opstillede hypotese om at den rette sandsynlighed er 0.30.
Hvis du anvender testen, og den farer til godtagelse af hypo-
tesen, kan du derfor sige at du er 75% sikker pa at hypotesen
ikke er "sa falsk" at den rigtige x-vaerdi er helt oppe pa 0.50.

Man kan undertiden se fglgende tommelfingeregler fremsat
om troveerdigheden af de afgarelser der treeffes pa grundlag af
test af hypoteser:

Nar en hypotese godtages , er det bedst at det er sket ved
en falsom test, dvs. ved en test med et stort omfang.

Nar en hypotese forkastes , er det bedst at det er sket ved
en grov test, dvs. ved en test med et lille omfang.

Begrundelsen for disse regler er fglgende: En test med et stort
omfang er fglsom over for sma afvigelser mellem model og ob-
servation. Nar en sadan test godtager hypotesen, og altsa ikke
finder nogen signifikant afvigelse, sa er der god grund til at tro

at godtagelsen er den rigtige beslutning.
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En test med et lille omfang er ikke sa fglsom over for afvigel-
ser mellem model og observation. Nar en sadan test forkaster
hypotesen, og altsa finder en signifikant afvigelse, sa er der
god grund til at tro at forkastelse er den rigtige beslutning.

12. Opgaver til Testgraf

1. En mgnt testes

Hypotesen at sandsynligheden for Krone er 0.5 skal testes ved
en test med et 90%-midteromrade som godtagelsesomrade.
Testen skal have et omfang pa 50.

Fastleeg testen ved hjeelp af Testgraf, og beregn risikoen for
fejl af 2. art nar den rigtige kronesandsynlighed er:

(1)0.55 (2)0.60 (3)0.65

2. En terning testes

Hypotesen at sandsynligheden for sekser er 1/6 skal testes
ved en test med et 90%-midteromrade som godtagelsesomra-
de. Testen skal have et omfang pa 100.

Fastleeg testen ved hjeelp af Testgraf, og beregn risikoen for
fejl af 2. art nar den rigtige seksersandsynlighed er

(1)0.20  (2)0.25  (3)0.10.

3. Ligeveegtede udfald?

Opstil en test til undersggelse af om de to mulige udfald ved
kast med en tegnestift kan betragtes som ligeveegtede. Testen
skal have et 90%-midteromrade som godtagelsesomrade og
et omfang pa 25. - Udfar derefter test-eksperimentet ved kast
med en tegnestift.
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4. Testaf LOD

Opstil en test til undersggelse af om INFA-programmet LOD
kan antages at frembringe cifferet 7 med en sandsynlighed pa
0.1. Lad testen have et omfang pa mindst 100 og benyt et
90%-midteromrade som godtagelsesomrade.

Udfar derneest test-eksperimentet: Lad LOD udskrive det ngd-
vendige antal tal fra talomradet 0..9.

5. En svag test
Opstil en test for hypotesen p=0.40 med et 90%-midteromrade
som godtagelsesomrade og med et omfang pa 10.

Undersag hvor meget testen forbedres nar testomfanget saet-
tes op til 20. Sammenlign de to testgrafer.

6. En ynkelig test
Malene gnsker at kontrollere en mgnts kronesandsynlighed
ved at udfgre 5 kast med mgnten.

Opstil en dobbeltsidet test med signifikansniveau 5%, og un-
dersgg hvad testens godtagelsesomrade er.

Hvad er risikoen for fejl af 1. art ved den opstillede test, og
hvad er risikoen for fejl af 2. art nar kronesandsynligheden kun
er 0.257?

7. En mesterskytte

Opstil en test til undersggelse af mesterskyttens pastand om
at hans treefsikkerhed er mindst 80%.

Benyt en test med signifikansniveau 10% og med et omfang

pa 25. Angiv risikoen for at mesterskyttens pastand godtages
selv om hans traefsikkerhed kun er 60%.

Opstil derefter en test med et omfang pa 50, og beregn ogsa

her risikoen for at hans pastand godtages selv om traefsikker-
heden kun er 60%.

MODEL og DATA, Side 90



8. For sma karakterer?

Ved en afgangsprave er der normalt 20% der far en karakter
pa 6 eller derunder. | en klasse med 25 elever viser det sig at
der er 8 elever som far 6 eller derunder. Giver dette grund til at
tro at prgven har vaeret for svaer? - Besvar spgrgsmalet ved
hjeelp af en test med et venstreomrade som godtagelses-
omrade.

9. Er kvaliteten i orden?

| en produktion er normalt 60% af de producerede enheder af
1. kvalitet. | en stikprave pa 50 enheder findes kun 25 enheder
af 1. kvalitet. Giver dette grund til bekymring over produktio-
nens kvalitet? Benyt en test med et hgjreomrade som godta-
gelsesomrade.

10. En kvalitetskontrol
Ved en kvalitetskontrol undersgges om produktionen hgjst
indeholder 10% defekte enheder.

Hvor mange defekte enheder ma der vaere i en stikprave pa
50 enheder for at produktionen kan godtages?

Hvor mange defekte enheder ma der veere i en stikpreve pa
100 enheder?

11. Er terningen god nok?
Du kaster en terning 3000 gange og opnar 460 seksere. Giver
dette dig anledning til at tvivie pa terningens aegthed?

12. Hvilket signifikansniveau?

Du kaster en mgnt 2000 gange og opnar 949 kronekast. Dette
far dig til at forkaste den hypotese at mgntens sandsynlighed
for krone er 0.5.

Hvilket signifikansniveau skal du have testet pa for at kunne
treeffe den beslutning nar der er tale om en dobbeltsidet test?
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13. Hvor mange billedmaerker?

Sanne far tilbudt en seek med brugte frimaerker. Det pastas at
mindst 40% af frimeerkerne i seekken er billedmeerker. Sanne
udtager en handfuld pa 150 frimeerker, hvoriblandt der viser
sig at vaere 50 billedmaerker. Kan hun tro pa seelgerens pa-
stand om 40% billedmeerker i seekken?

14. Skal dvd’en produceres?

En dvd-klub pataenker at udsende en ny dvd, men gnsker farst
ved en stikpragveundersggelse at sikre sig at der er tilstraekke-
lig interesse for pladen blandt klubbens medlemmer.

Opstil en test til undersggelse af om der er mindst 70% af
medlemmerne der vil kabe dvd’en. Testen skal have et signifi-
kansniveau pa 5% og et omfang pa 50.

Hvilken risiko er der for at testen godtager hypotesen nar kun
50% af klubbens medlemmer vil kgbe dvd’en?

Opstil dernaest en test med et omfang pa 100. Hvilken risiko er
der nu for fejl af 2. art nar kun 50% af klubbens medlemmer vil
kgbe dvd'en?

15. Seelgers og kabers risiko

Producenten af en vare pastar at hgjst 25% af varerne er af
2. sortering. Opstil en test til undersggelse af hans pastand.
Testen skal have et omfang pa 50, og testens signifikansni-
veau ma ikke overstige 10%.

Hvad er risikoen for at testen godtager et vareparti som inde-
holder 40% enheder af 2. sortering?

16. Drenge og piger

Pa et hospital fades en maned 58 drenge og kun 37 piger.
Den danske fgdselsstatistik siger at her i landet udger drenge-
ne 51.4% af alle nyfgdte. Giv en statistisk kommentar til
hospitalets tal.
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p= 0.514 n= 95

Godtagelsesomr%de: 41. .57 (290.0%

0.80 A
0.60 1

0.40 4

0.40 0.48 0.56 0.64 0.72

17. En elev med seerlige evner?

En leerer udfarer folgende eksperiment med en klasse. Der
udfgres 50 mgntkast. Forud for hvert kast nedskriver hver elev
sit geet pd om kastet giver Krone eller Plat. Blandt klassens 20
elever er der én der har opnaet 32 rigtige gaet. Af Testgraf
fremgar at dette resultat ferer til forkastelse af hypotesen om
en geettesandsynlighed pa 50%, nar der benyttes en dobbelt-
sidet test med et signifikansniveau pa 10%.

Giver eksperimentet grundlag for at tillaegge den pageeldende
elev seerlige geetteevner?

18. En terning testes

Ved 500 kast med en terning testes at seksersandsynligheden
er 1/6. Opstil dobbeltsidede test med fglgende signifikansni-
veauer:

(1)10% (2)5%  (3) 1%

Beregn for hver af de tre test risikoen for fejl af 2. art nar sek-
sersandsynligheden kun er 0.12.
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19. Er kvaliteten faldet?

En produktion indeholder normalt mindst 60% enheder af 1.
kvalitet. Opstil en test til undersggelse af om produktion er ble-
vet forringet. Testen skal have et signifikansniveau pa 10%.
Opstil enkeltsidede test med omfanget

(1) 50 (2) 100 (3) 250

og beregn for hver af de tre test risikoen for fejl af 2. art nar
procentdelen af enheder af 1. kvalitet er gaet ned pa 50%.

20. Endnu en kvalitetskontrol

Ved en kvalitetskontrol udtages stikpraver pa 80 enheder til
kontrol af at andelen af defekte enheder ikke overstiger 10%.
Som godtagelsesomrade for testen anvendes venstreomradet
0..10.

Beregn testens signifikansniveau og dens risiko for fejl af 2. art
nar andelen af defekte enheder er 20%.

21. En annoncekampagne

Et marketingfirma far til opgave at gagre en bestemt malgruppe
i befolkningen opmaerksom pa et nyt produkt. Hvis det lykkes
firmaet at gare mere end 40% af malgruppen bekendt med
produktet udbetales en preemie fra producenten.

Producenten kontrollerer firmaets indsats gennem en stikprg-
veundersggelse der omfatter 200 tilfaeldigt udvalgte personer
fra malgruppen.

Opstil en test som kan forteelle producenten om marketingfir-
maet har fortjent preemien. Testen skal have et sadant godta-
gelsesomrade at der kun ma veere 1% risiko for at praemien
udbetales uberettiget.

Hvor stor er risikoen ved den opstillede test for at preemien ik-
ke kommer til udbetaling selv om marketingfirmaet har gjort
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det s& godt at 50% af malgruppen er bekendt med det nye
produkt?

Undersgg ogsa hvad denne risiko ville vaere hvis testen havde
et omfang pa 500 i stedet for 200.
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BIN-Test

13. Den optimale test

Du har set hvordan Testgraf kan fastleegge en test efter op-
stillede krav. Du oplyser hvilken hypotese der skal testes og
hvilket omfang testen skal have. Endvidere angiver du den
sandsynlighed der skal veere for at testen farer til godtagelse
af hypotesen nar den er sand.

Derefter giver Testgraf dig valget mellem tre godtagelsesom-
rader og dermed tre test: En midteromrade-test, en test med
venstreomrade og en test med hgjreomrade. Hvilken du skal
veelge afhaenger af den problemstilling der foreligger. Men
uanset dit valg, sa vil testen have det forlangte signifikans-
niveau.

Ved hjeelp af Testgraf-programmet kan du undersgge om den
fundne test er steerk nok, dvs. om den er tilstraekkelig falsom til
at afslgre om den opstillede hypotese er falsk. Hvis testen ikke
er steerk nok, kan du forgge testens omfang indtil du finder en
tilfredsstillende test. En test med et stgrre omfang vil veere
staerkere og altsa bedre til at skelne mellem sande og falske
hypoteser.

Det betyder dog ikke at man altid opstiller test med store om-
fang. Det kan jo ske at testeksperimentet derved bliver sa krae-
vende med hensyn til tid og penge at det vil veere praktisk
umuligt at gennemfare det. | almindelighed er der derfor tale
om en Igsning hvor der veelges en test af et moderat omfang.
Derved bliver udfgrelsen af testeksperimentet overkommelig,
og testens risiko for fejl af 1. og 2. art bliver af tlelig sterrelse.

Vi skal nu se hvordan computeren kan hjeelpe os til at opstille
en test som opfylder de krav vi stiller. | programmet INSTAT
finder du et underprogram BIN-Test. Dette program kan fast-
leegge en test ud fra de krav vi stiller til testens risiko for fejl af
1. og 2. art.
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Vi ser pa et eksempel hvor vi igen benytter spillemaskinen fra
de tidligere afsnit.

Vi gnsker at teste at maskinens gevinstsandsynlighed er 0.3.
Til testen stiller vi fglgende krav:

(1) Nar spillemaskinens gevinstsandsynlighed er 0.3,
skal der veere mindst 95% chance for at testen farer til
godtagelse af spillemaskinen.

(2) Nar spillemaskinens gevinstsandsynlighed kun er 0.2,
ma der hgjst veere 10% chance for at testen farer til
godtagelse af spillemaskinen.

(3) Nar spillemaskinens gevinstsandsynlighed er oppe pa
0.4, ma der ogsa hgijst veere 10% chance for at testen
farer til godtagelse af spillemaskinen.

De tre krav kan vi ogsa formulere sadan:

(1) Testens signifikansniveau skal veere 5%,
dvs. risikoen for fejl af 1. art ma hgjst veere 5%.

(1) Risikoen for fejl af 2. art ma hgjst vaere 10% nar
den rigtige gevinstsandsynlighed er 0.2.

(2) Risikoen for fejl af 2. art ma hgjst vaere 10% nar
den rigtige gevinstsandsynlighed er 0.4.

Som du ser stilles der ingen krav til testens omfang. Dette om-

fang vil blive beregnet af BIN-Test. Programmet finder ogsa
selv ud af hvilken type af godtagelsesomrade der er tale om.
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| BIN-Test indtaster vi nu fglgende inddata:

i Inddata til BIN-Test FEX

En aske indeholder et ukendt antal kugler.

Andelen af rede kugler i asken er ukendt.

Der opstilles en hypotese for andelen af rede kugler.

Hypotese: Andel af rgde kugler (0.001..0.999): 0.3

Chance for at sand hypotese godtages (0.500..0.999):0'95

Krav til testen Acceptchancer (hgjst)
0.2 0.10
. (0.001..0.500)

Vi har i disse inddata oplyst at hypotesen siger at andelen af
rade kugler er 0.3, dvs. at gevinstsandsynligheden er 0.3.
Endvidere har vi fortalt at der skal vaere 95% chance for at tes-
ten godkender maskinen nar den opstillede hypotese er sand.
- Endelig forteeller vi at der er opstillet yderligere to krav til
testen.
Vi indtaster her:

0.2 0.10

0.4 0.10

Disse tal indeholder jo de to krav vi har opstillet til testens risi-
ko for fejl af 2. art.

BIN-Test leverer nu fglgende skaermbillede:
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Andel rede kugler: 0.300
Stikprevens sterrelse: 238

Godtagelsesomride: 58..85

0.80 1
0.60 1

0.40 1

0.z0o 0.40 0.60 0.80 1.00

Vi skal altsa udfare 238 spil pa maskinen, og hvis vi blandt dis-
se spil far fra 58 til 85 gevinster, skal vi godtage maskinen. Far
vi feerre end 58 eller flere end 85 gevinster, skal maskinen ikke
godtages.

Til kontrol har vi indtastet x-veerdierne 0.3, 0.2 og 0.4. Vi far
her fglgende udskrifter:

x=0.3 y=0.953

x=0.2 y=0.057

x=0.4 y=0.099
Af disse tre afleesninger ser vi at de stillede krav er opfyldt:
Testens signifikansniveau er 1 — 0.953 = 0.047, altsad under
5%, og risikoen for fejl af 2. art ligger bade for x = 0.2 og for

X = 0.4 under 10%.

BIN-Test sgger at fastleegge "den billigste test" der opfylder de
stillede krav, dvs. den test som med det kreevede signifikans-
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niveau har mindst omfang og som opfylder de krav der er
stillet til risikoen for fejl af 2. art.

Prov selv

1. Undersgg hvad det betyder hvis du sendrer det andet krav
til: Risikoen for fejl af 2. art ma hgjst vaere 5% nar den rigtige
gevinstsandsynlighed er 0.4. Kontroller ved afleesning pa test-
grafen at de stillede krav er opfyldt.

2. Du tester at en ternings seksersandsynlighed er 1/6. Du gn-
sker en test med et signifikansniveau pa 5% og med en risiko
for fejl af 2. art pa hgjst 5% nar terningens seksersandsynlig-
hed er 0.15 og nar den er 0.18. Lad BIN -Test fastleegge tes-
ten.

Hvis vi kun opstiller én betingelse vedrgrende fejl af 2. art, vil
programmet fastleegge en enkeltsidet test. Vi anvender ek-
semplet fra fgr, men stryger betingelsen der vedrgrer en ge-
vinstsandsynlighed pa 0.4. Figuren nedenfor viser den bereg-
nede test.

andel rede kugler: 0.300
Stikprevens sterrelse: 164

Godtagelsesomrade: 40..164

1.00

0.80

0.a0

0.40

0.z0
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Programmet melder at der skal udtages 164 kugler og godta-
gelsesomradet er beregnet til 40..164. Der er altsa tale om en
test med et hgjreomrade som godtagelsesomrade.

Hvis vi opstiller to betingelser som "ligger pa samme side" af
hypotesesandsynligheden, vil det ogsa resultere i en enkelt-
sidet test. Vi kan fx kraeve at sandsynligheden for fejl af 2.art
er 0.10 ved en x-veerdi pa 0.20 og 0.15 ved en x-veerdi pa
0.25.

Andel rsde kugler: 0.300
Stikprevens sterrelse: 582

Godtagelsesomrdde: 157..582

1.00
0.8e0
0.a0
0.40

0.25 0.z7 0.29 0.31 0.33

Begraensninger i BIN-Test

BIN-Test fastlaegger ikke test som har en stikprgvestgrrelse
under 10. Sa selv om de stillede krav kunne opfyldes af en test
med et mindre omfang end 10, vil BIN-Test angive en test med
n=10. - Opadtil er der ikke nogen begraensning i BIN-Test.
Hvis du formulerer meget strenge krav til den gnskede test, vil
du f& beregnet et testomfang som vil veere ganske urealistisk i
praktisk sammenhaeng.

Det vil blive belyst gennem opgaverne i neeste afsnit.
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14. Opgaver til BIN-Test

1. En m@nt testes

Opstil ved hjeelp af BIN-Test en test af kronesandsynligheden
0.5 for en mgnt. Testens signifikansniveau skal veere 5% og
dens risiko for fejl af 2. art nar mgntens kronesandsynlighed er
0.4 eller 0.6 skal begge veere 10%.

Lad BIN-Test tegne testgrafen og kontroller ved aflaesning pa
grafen at de stillede krav er opfyldt.

2. En terning testes
En spiller har mistillid til en terning. Han mener ikke at dens
seksersandsynlighed er stor nok.

Opstil en test som med et signifikansniveau pa 5% undersgger
om terningens seksersandsynlighed er 1/6. Der skal veere
90% chance for at testen afslgrer om terningens virkelige
seksersandsynlighed er nede pa 0.125.

3. Er der 25% eller 50% rgde kugler?

| en krukke findes der ragde og hvide kugler. Det oplyses, at
krukken enten indeholder 25% rgde kugler eller 50% rade
kugler.

Opstil en test til afklaring af sagen. Testens risiko for fejl af 1.
art og 2. art skal begge veere 5%.

4. En medicinsk behandling

Ved en medicinsk behandling har der vist sig komplikationer i
40% af tilfeeldene. Med en ny teknik pastas det at der hgjst vil
vaere komplikationer i 25% af tilfeeldene.

Opstil en test for hypotesen p=0.4. Testen skal have et signi-

fikansniveau pa 5% og dens risiko for fejl af 2. art skal veere
10% nar p har veerdien 0.2.
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5. Geetning

A pastar at han kan forudsige resultatet af et magntkast med
70% sikkerhed. B pastar at A kun kan geette tilfaeldigt, dvs.
forudsige resultatet med 50% sikkerhed.

Fastleeg en test til pravning af A's pastand. Opstil hypotese og
stil krav til risiko for fejl af 1. og 2. art.

6. Skal festen afholdes?

En forening gnsker at arrangere en fest for medlemmerne. Det
udregnes at 60% af medlemmerne ma deltage for at festen
gkonomisk kan svare sig. Foreningen er villig til at baere et un-
derskud, dog ma mindst 30% af medlemmerne deltage.

Ved forespgrgsel hos medlemmer, der udveelges tilfeeldigt fra
medlemslisten, danner man sig et skan over den formodede
mgdeprocent.

Opstil en test som kan hjeaelpe foreningen i afggrelsen. Testen
skal have et signifikansniveau pa 10%, og dens risiko for fejl af
2. art ma ikke overstige 2% nar kun 30% af medlemmerne
gnsker at deltage.

7. Kvalitetskontrol

En vare kvalitetskontrolleres ved stikprgveudtagelse. Produ-
centen pastar at hgjst 10% af varerne er defekte, aftageren
forlanger at indholdet af defekte enheder ikke ma overstige
20%.

Opstil en test af at defektindholdet er 0.1. Testen skal have en
risiko for fejl af 1. art (saelgers risiko) pa hgjst 5%, og en risiko
for fejl af 2. art (kebers risiko) pa hgjst 10% nar defektindhol-
det er 0.2.

8. Skal dvd’en produceres?

En dvd-klub overvejer at udsende en ny dvd, men gnsker ved
forudgaende forespargsler til tilfeeldigt udvalgte medlemmer at
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sikre sig, at der er tilstraekkelig interesse for serien, dvs. at
mindst 40% af medlemmerne vil bestille dvd’en.

Opstil en test med et signifikansniveau pa 5%, og med en
risiko pa hgjst 5% for at pladen produceres nar kun 25% af
medlemmerne gnsker at kabe.

9. Et kongresarrangement

Et rejsebureau arrangerer udflugter i forbindelse med en
kongres, der afholdes med deltagelse af 8000 udenlandske
geester. De foregaende ars erfaringer har vist at ca. 75% af
deltagerne gnsker at veere med i disse arrangementer.

Rejsebureauet gnsker nu ved forudgaende forespargsler at
afgare hvor stort behovet er, idet man pa forhand vil sikre
transport og andre arrangementer til de lavest mulige priser.

Som hypotese antages at tilslutningsprocenten er mindst 70.
Rejsebureauet kan tillade at tilslutningen gar ned til 60%, me-
dens yderligere nedgang ikke kan baeres gkonomisk.

Opstil en test med signifikansniveau 5% og med en risiko pa
hajst 2% for at hypotesen godtages, nar den virkelige tilslut-
ningsprocent kun er 60.

10. Hvor mange kast?

En mand med god tid til rAdighed gnsker ved et eksperiment
at kontrollere kronesandsynligheden for en mgnt. Han gnsker
en test med et signifikansniveau pa 1% og med en risiko pa
hajst 1% for at mgnten godtages nar kronesandsynligheden er
0.49 eller 0.51. - Lad BIN-Test opstille en test for ham.

11. Over eller under spaerregraensen?

Et politisk parti gnsker gennem en meningsmaling at undersg-
ge om det ligger over spaerregraensen, dvs. om dets tilslutning
blandt veelgerne er over 2%.
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Opstil en test for den hypotese at tilslutningen til partiet er
mindst 2%. Testen skal have fglgende kvaliteter:

1. Safrem tilslutningen til partiet er mindst 2% skal der
veere 90% sikkerhed for at testen godtager den
opstillede hypotese.

2. Safremt veelgertilslutningen til partiet er nede pa 1.5%
skal testen afslgre dette med 99% sikkerhed.

Undersgg hvordan testomfanget eendres hvis kravet under
punkt 2 skeerpes fra 1.5% til 1.75%.

Prgv endvidere at aendre procenten under punkt 2 fra 1.5% til
1.9%.
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To eksempler pa signifikanstest

Vi afslutter arbejdet med test af hypoteser med to eksempler
pa test. Viser her pa en Modeltest og en Forskelstest. De to
test vil give dig et indblik i hvordan du kan foretage statistiske
beslutninger ud fra forelagte seet af data.

Ved de to test betragter vi alene fejl af 1.art. Vi opstiller altsa
kun krav til testens signifikansniveau og omtaler derfor de to
test som signifikanstest . Det betyder at vi har styr pa risikoen
for at testen fejlagtigt forkaster en sand hypotese. Derimod har
vi ikke nogen talveerdi for sandsynligheden for at en fejlagtig
hypotese godtages af testen.

15. Modeltest: Stemmer data med modellen?

1. Erterningen god nok?

Sanne udfgrer et eksperiment der bestar i 60 kast med en
terning. Hun farer regnskab med hvilke gjental der forekom-
mer i de 60 kast. Her er hendes tabel over kasteresultaterne:

Jjental 1 2 3 4 5 6
Hyppighed 6 12 9 13 13 7

Hun er lidt forbavset over disse tal. Hun ved jo at der ved et
kast med en terning er samme chance for hvert af de seks
gjental, det undrer hende derfor at der er sa stor forskel pa
hvor tit de enkelte gjental forekommer: Gjentallet 1 er kun
forekommet 6 gange, men gjentallene 4 og 5 er begge fore-
kommet 13 gange i de 60 kast.

Sanne spekulerer p& om der kan vaere noget galt med ternin-
gen. Hvis den er skeev pa en eller anden made, sa kan det jo
veere forklaringen pd at tallene afviger sa meget fra det for-
ventede.
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Hvis de seks gjental har samme chance for at forekomme, vil-
le Sanne vente at alle de observerede hyppigheder vil ligge
teet pa 10. Der er jo 60 kast, og hvis de skulle fordele sig lige-
ligt pa de seks muligheder, s& matte der vaere 10 af hver
slags.

Sanne arbejder her med en teenkt model, et billede af hvordan
kastene ville fordele sig i en ideel virkelighed. Men hun ved
godt fra tidligere eksperimenter med terningkast at virkelighe-
den kan afvige en del fra modellen. Kaster hun seks kast, er
det jo ikke seerligt ofte at det vil forekomme at hvert af de seks
gjental forekommer lige preecis én gang (chancen herfor er
kun 1.5%). Og i en serie pa 60 kast er det selvfglgelig heller
ikke at forvente at hvert gjental forekommer lige preecis 10
gange.

Men hvor meget ma virkelighedens data nu afvige fra model-
len fgr Sanne bar fa mistanke om at der er noget galt?

Til at besvare dette spgrgsmal gar vi brug af en statistisk test,
en modeltest. Ved hjeelp af den kan vi fa oplysning om hvor
godt tallene fra eksperimentet stemmer med den opstillede
model.

Vi gentager her Sannes tabel over de opnéede resultater, men
vi tilfgjer de tal som vi ville forvente efter den opstillede model:

Jjental 1 2 3 4 5 6
Hyppighed 6 12 9 13 13 7
Model 10 10 10 10 10 10

Der er her tale om en model som giver samme chance for alle
de foreliggende resultater. En sadan model kalder vi en jeevn
fordeling.
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Nar vi skal vurdere hvor meget Sannes tal afviger fra den op-
stillede model, kigger vi pa forskellen mellem de observerede
antal og dem der forudsiges af modellen. Ved gjentallet 1 ta-

ger vi altsa forskellen mellem 6 og 10, ved gjentallet 2 tager vi
forskellen mellem 12 og 10, osv.

Disse forskelle kvadreres og adderes:
(6-10)? + (12-10)? +...+ (7-10)* = 48

Vi kan se at hvis Sanne havde faet tal der preecist passede
med modellen, sa ville alle tal i parenteserne vaere 0, og sé
ville den samlede sum ogsa veere 0.

Vi bruger denne sum af de kvadrerede tal som et udtryk for
hvor meget de opnaede resultater afviger fra modellens tal.
Jo stgrre summen er, desto stgrre er afvigelsen mellem de
observerede data og modellens tal.

Vi anvender nu modeltesten pa Sannes tal. Den foreligger
som et edb-program, Modeltest , sa vi er fri for at foretage be-
regninger ved handkraft.

Sanne forteeller fgrst programmet at der er tale om seks for-
skellige resultattyper. Der dbnes nu seks felter pa skaermen,
og Sanne indtaster her de kasteantal hun opnaede ved eks-
perimentet: 6, 12, 9, 13, 13, 7.

Derefter forteeller hun at den model der skal testes er en jeevn
fordeling . I modellinjen indsaetter programmet nu tallet 10 i
hver rubrik. Hun klikker herefter pa "Udfer test".

Programmet giver herefter oplysninger om hvor godt de ob-
serverede data stemmer med en opstillede model:

Testresultat :

Ingen signifikant afvigelse mellem model og da  ta.
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Nar programmet melder "Ingen signifikant afvigelse" sa bety-
der det at chancen for et resultat der er sa skeevt som det fore-
liggende, er over 10%. - Programmet melder saledes her at
der intet pafaldende er ved de foreliggende data, og der er
derfor ikke grund til at tvivle p& den opstillede model.

Vi kan forteelle dig at der ved en kasteserie af den foreliggende
art er ca. 45% chance for at fa resultater som afviger lige sa
meget fra den jeevne fordeling - eller endnu mere - end dem
Sanne fik. Med andre ord: | naesten hver anden kasteserie kan
der forventes en sa stor afvigelse som den der var i Sannes
kasteserie.

Modeltesten viser saledes at Sanne ikke har nogen grund til at
mistaenke sin terning for at veere skeev. Afvigelser som den
hun fik, er ganske almindelige.
Modellen forkastes
Sanne har mistanke til en terning som ser ud til at veere lidt
ekstra tung i den ene ende. Hun tester den ved en kasteserie
pa 60 kast. Her er hendes resultater:

Jjental 1 2 3 4 5 6

Hyppighed 16 5 9 7 6 17

Som model anvender Sanne en jeevn fordeling.
En modeltest giver folgende resultat:
Modeltest: Antal forskellige talveerdier: 6

Data:
16 5 9 7 6 17

Model:
10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0
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Testresultat : (Modeltest)

Signifikant afvigelse mellem model og data:
p=1.84%

Ud fra dette konkluderer Sanne at der nok er tale om en skaev
terning. Hvis terningen var segte, ville der jo kun veere 1.84%
chance for at fa sa stor en afvigelse som den der findes i de
givne data. Den opstillede model, en jeevn fordeling, forkastes.
Men nye data kan selvfglgelig eendre beslutningen.

Modeltestens beregninger

Vi kan forestille os at modeltesten beregner testchancerne pa
falgende made: Programmet udfarer 10000 eksperimenter af
den foreliggende art (her 60 kast med en terning), og det op-
stiller en statistik over de afvigelser fra den givne model (her
en jeevn fordeling) der forekommer i de 10000 eksperimenter.

Hvis det fx viser sig at der er 500 eksperimenter af de 10000
der giver en afvigelse som er af mindst samme stgrrelse som
den der er i de givne data, sa fortzeller programmet at der er
en chance pa 500/10000, dvs. 5% for at fa en sa stor afvigelse
som den der foreligger.

Hvis der blev udfart en ny serie pa 10000 eksperimenter, kun-
ne vi fa lidt andre tal, men i praksis ville der ikke veere store
forskelle. S& vi opfatter modeltestens chancer som nogle der
er fastlagt pa grundlag af et stort antal af eksperimenter, der er
altsa tale om statistisk sandsynlighed.

Hvad kan vi opnd med en modeltest?

Nar vi anvender en modeltest kan vi bruge den pa falgende
made:
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1. Huvis testen viser at afvigelsen mellem model og data er
signifikant stor , vil vi veere pa vagt over for den opstillede
model: Vi er i tvivl om den opstillede model kan accepte-
res.

Jo lavere testresultatets signifikans-niveau er, jo mere
overbevist er vi om at den opstillede model ikke er den
korrekte.

2. Hvis testen viser at der ingen signifikant afvigelse er

mellem model og data, s& har vi ingen grund til at tvivle
pa den opstillede model.

| tilfeelde 1 kan vi maske gnske os nye data indsamlet far vi
tager endelig stilling.

Prov selv

Udfer en modeltest pa falgende resultater fra 60 terningkast:
Jjental 1 2 3 4 5 6
Hyppighed 9 11 9 11 11 9

Hvad er din konklusion?

Andre modeller

Ved modeltesten kan vi ogsa teste modeller der ikke bygger

pa en jaevn fordeling. Lad os teenke os at vi ved terningkast

slar gjentallene 1 og 6 sammen i én gruppe, og lader de andre

gjental udgare hver sin gruppe.

Med tallene fra en af Sannes kasteserier har vi da:
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Jjental log6 2 3 4 5
Hyppighed 13 12 9 13 13
Model 20 10 10 10 10

Ved anvendelse af modeltesten skal vi fgrst meddele at der er
tale om 5 grupper af data. Dernaest indtaster vi de opnaede
hyppigheder og dernaest de tal der er anfgrt under Model.
Modellen er jo denne gang ikke en jeevn fordeling, der forven-
tes ikke samme antal kast i de fem grupper: Farste gruppe
forventes at indeholde 20 kast, de gvrige fire hver 10 kast.

Modeltesten giver falgende resultat:
Modeltest: Antal forskellige talveerdier: 5

Data:
13 12 9 13 13

Model:
20 10 10 10 10

Testresultat: (Modeltest)

Ingen signifikant afvigelse mellem model og
data: p>10%

Modeltesten viser altsa at der ikke er nogen statistisk grund til
at forkaste den opstillede model.

Modellens tal ma ikke veere under 5

Ved opstilling af en model skal du indtaste modellens tal i ru-
brikkerne i nederste linje. Disse tal ma gerne indtastes som
decimaltal, de angiver jo de forventede gennemsnitstal i et
stort antal forsgg og behgver derfor ikke at veere hele tal.
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Af hensyn til modeltestens beregninger bgr tallene i model-ru-
brikkerne ikke have veerdier under 5. Hvis du opstiller en mo-
del med en eller flere rubrikker som indeholder en talveerdi un-
der 5, vil programmet opfordre dig til at sl nogle grupper sam-
men, saledes at du i alle rubrikker kommer op pa veerdier der
ligger pa 5 og derover.

Opgaver til Modeltest

| arbejdet med opgaverne bgr du indlede med at tage et over-
blik over de givne data og give dit geet pa om der foreligger en
signifikant afvigelse mellem model og data. Farst derefter
anvender du modeltesten.

Nar du bliver mere gvet, kan du prgve at geette pa hvor steerk
en signifikans der vil veere tale om ved det foreliggende data-
seet.

1. Dit eget eksperiment

Udfar 60 kast med en terning og lav en tabel over forekomsten
af gjental.

Undersgg dine data ved hjeelp af en modeltest.

2. Gentag eksperimentet

Gentag eksperimentet fra opgave 1 og udfer ogsa en model-
test pa det nye datasaet.

Sla derefter de to datasaet fra opgave 1 og 2 sammen til ét saet
og udfgr en modeltest pa dette saet.

3. Et opdigtet datasaet
Fa en kammerat til at digte et datasaet som viser hvordan 60
terningkast fordeler sig pa de seks mulige gjental.

Undersgg dataseettet ved en modeltest.
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4. En falsk terning

En terning er forfalsket saledes at der er en chance pa 50% for
at fA en sekser ved et terningkast, medens der er en chance
pa 10% for hvert af de gvrige gjental.

Terningen undersgges i en kasteserie pa 100 kast. Der opnas
folgende gjental:

Jjental 1 2 3 4 5 6
Hyppighed 6 9 6 10 8 61

Undersgg om disse data er overensstemmelse med den givne
model.

5. Data fra LOD
Lad programmet LOD udskrive 100 tal fra omradet 1..10.

Undersgg ved en modeltest om de givne resultater er i
overensstemmelse med en jeevn fordeling over de ti mulige
talveerdier.

6. Er fagene lige populeere?

I en undersggelse deltager 300 skoleelever. De bliver spurgt
om hvilket skolefag de synes bedst om. Svarene fordeler sig
pa fem fag:

Dansk 65
Matematik 88
Idreet 41
Engelsk 54

Fysik/kemi 52

Undersgg ved en modeltest om disse data stemmer med at
der ikke er nogen vaesentlig forskel pa fagenes popularitet.
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7. At sla To ens gjental
Tag dine resultater fra et eksperiment hvor du har undersggt
hvor sveert det er at sl To ens gjental med to terninger.

Undersgg ved en modeltest om dine resultater passer med
folgende model:

Antal kast 1-2 3-5 6-10 over 10
Chance 30% 30% 24% 16%

8. En anden model

Undersgag ligesom i foregaende opgave om dit dataseet fra
undersggelsen af hvor sveert det er at sla To ens gjental
passer med fglgende model:

Antal kast 1-3 4-6 7-10 over 10
Chance 44% 26% 18% 12%

9. Kast med en tegnestift
Ved kast med en tegnestift kan der opnas to resultater:

Tegnestiften ender "pa ryg" eller den ender "pa spids".

Udfar mindst 50 kast med en tegnestift og undersgg ved en
modeltest om det kan afvises at de to udfald har samme
chance for at forekomme.

10. Er modellen god nok?
Nar man kaster med to mgnter, kan der forekomme falgende
tre resultater:

Begge mganter viser krone
Begge mganter viser plat
En mgnt viser krone, en viser plat

Udfar 60 kast med to manter (brug sma manter i et raflebae-
ger) og noter dine resultater i kasteserien.
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Undersgg ved en modeltest om resultaterne stemmer med en
jeevn fordeling over de tre mulige resultater.

Udfer dernaest yderligere 60 kast og anvend en modeltest pa
det samlede dataseet fra de to kasteserier.

11. Tal fra virkeligheden
En opteelling af cifferfordelingen i befolkningstallene for Dan-
marks amter giver fglgende fordeling:

6 2:16
1

3:10 4:14 5:8
6 7:10 8:7 9:

1
6: 4
Cifferet 1 forekommer altsa 6 gange, cifferet 2 forekommer 16
gange, osv. - Cifferet O er ikke taget med, da det jo ikke kan
sta forrest i et tal. Det kan de gvrige cifre.

Undersgg ved en modeltest om der kan veere tale om en jeevn
cifferfordeling for cifrene 1..9.

12. Fysikkens tal

En opteelling af cifferfordelingen i atomveegtene for de farste
12 grundstoffer i det periodiske system giver fglgende forde-
ling:

Cifferet O er ikke taget med, da det jo ikke kan veere farste
ciffer i et tal.

Undersgg ved en modeltest om der kan veere tale om en jeevn
cifferfordeling.

13. En afvigelse pa 10%

Undersgg ved en modeltest om der kan veere tale om en jeevn
fordeling af krone og plat nar der observeres en fordeling af
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krone- og platkast som ligger 10% fra det forventede, dvs. nar
der forekommer 40% krone og 60% plat:

Antal kast: 50 Krone: 20 Plat: 30
Antal kast: 100 Krone: 40 Plat: 60
Antal kast: 150 Krone: 60 Plat: 90
Antal kast: 200 Krone: 80 Plat: 120

Hvilken konklusion kan du give vedrgrende testens fglsomhed
over for en afvigelse pa en fast procentdel?

14. En afvigelse pa 10
Undersgg ved en modeltest om der kan veere tale om en jeevn
fordeling af krone og plat nar der observeres en fordeling af
krone- og platkast som ligger 10 fra det forventede, dvs. nar
antallet af kronekast er 10 mindre end halvdelen af
kasteantallet.

Antal kast: 50 Krone: 15 Plat: 35

Antal kast: 100  Krone: 40 Plat: 60

Antal kast: 150  Krone: 65 Plat: 85

Antal kast: 200  Krone: 90 Plat: 110

Hvilken konklusion kan du give vedrgrende testens fglsomhed
over for en afvigelse pa et fast antal?

15. Hvis skeevheden forstagrres
| 60 kast med en terning opnas falgende resultater:
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Jjental 1 2 3 4 5 6
Hyppighed 7 13 9 13 12 6

Undersgg ved en modeltest om disse resultater er i overens-
stemmelse med en jeevn fordeling.

Vi teenker os nu at der udfgres 60 ekstra kast med praecis den
samme fordeling: "Vi ganger de farste resultater med 2”. Vi har
herefter 120 kast der fordeler sig saledes pa de enkelte
gjental:

Jjental 1 2 3 4 5 6
Hyppighed 14 26 18 26 24 12
Undersgg fordelingen ved en modeltest.

Prgv derefter at gange de farste resultater med 3 og udfar en
modeltest pa denne fordeling.

16. Hjeelper det med treening?

24 skoleelever deltager i en konditest. Derefter gar de ind i en
periode med traening for at forsgge at forbedre deres kondital,
og efter traeningsperioden bliver deres kondital malt igen.

Det viser sig 16 af de 24 elever har forbedret deres kondital,
medens 8 elever far et ringere resultat end ved farste prave.

Anvend en modeltest pa disse tal: Er der nogen signifikant af-

vigelse fra en jeevn fordeling mellem bedre og ringere kondi-
tal?
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16. Forskelstest:

Er der en vaesentlig forskel mellem de to datasaet?

1. Et eksempel
Vi skal nu se pa en test som kan hjaelpe os med at vurdere om
der er en vaesentlig talmaessig forskel pa to dataseet.

Vi ser pa et eksempel:

Tre piger og fem drenge deltager i en matematikprgve. Deres
point i prgven er fglgende:

Pigerne: 15, 16, 30
Drengene: 18, 23, 27, 31, 33

Vi vil nu anvende en forskelstest pa dette materiale. Den kree-
ver ikke beregninger af gennemsnit eller andre statistiske
maerketal. Den bygger alene pa en rangorden af de opnaede
pointtal.

Her er alle pointtal for de 8 elever opstillet efter starrelse:

15 16 18 23 27 30 31 33
p P D D D P D D

I tilknytning til tallene har vi anfart om pointtallet er opnaet af
en dreng eller en pige.

Et overblik over fordelingen af point pa drenge og piger giver
det indtryk at pigernes og drengenes placering i reekkefglgen
ikke ser ud til at veere ganske tilfeeldig. Det ser ud som om der
er en skaevhed med starst koncentration af pigerne pa de
lavere pointtal: "Pigerne klarer sig darligere ved praven end
drengene."
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Ved forskelstesten vil vi undersgge om der er statistisk grund-
lag for at fremseette denne pastand.

Hvert af pointtallene giver vi nu det nummer, "den rang", det
har i den opstillede raekkefglge:

15 16 18 23 27 30 31 33 Pointtal
P P D D D PD D
1 2 3 4 5 6 7 8 Rang

Herefter ser vi ikke mere pa de foreliggende pointtal, men ude-
lukkende pa rangtallene, tallene i den nederste linje.

Vi ser at pigernes pointtal har rangene 1, 2 og 6. Disse tal har
summen 9. Det vil sige at pigernes rangsum i den forelagte
reekkefglge er 9.

Det er dette tal vi vil se naermere pa i forskelstesten. Vi vil un-
dersgge om denne rangsum pa 9 kan siges at veere udtryk for
en skaevhed. En skaevhed som er sa péafaldende, sa signifi-
kant, at den far os til at forkaste den hypotese at pigernes og
drengenes placering i rangordenen er tilfeeldig.

Hvis det er rigtigt at pigerne klarer sig darligere ved prgven
end drengene, vil vi forvente at pigernes pointtal vil findes i
den nedre ende af opstillingen, vi vil altsa vente at finde at
pigernes rangsum er “for lille".

Oversigt over rangsummerne

Testen udfgrer vi ved at sammenlignhe den observerede rang-
sum pa 9 med alle de rangsummer der kan forekomme for de
tre pigers pointtal.

Den laveste rangsum der kunne forekomme for de tre piger, er
6. Den forekommer jo hvis de tre piger er placeret pa de tre
forste pladser:

MODEL og DATA, Side 121



Placering: 1, 2, 3 Rangsum: 1+2+3 = 6.
Den hgjeste rangsum der kan forekomme er 21. Den
forekommer hvis de tre piger er placeret pa de tre gverste
pladser:
Placering: 6, 7, 8 Rangsum: 6+7+8 = 21

Rangsummerne kan altsa i det forelagte tilfaelde variere fra 6
op til 21:

6 21

Den rangsum pigerne opnaede ved praven var 9. Spgrgsmalet
er nu hvor skaevt en rangsum pa 9 er placeret i forhold til alle
mulige rangsummer.
Vi laver en lille oversigt over rangsummerne fra 6 op til 9:
Rangsum 6: 1+2+3
Rangsum 7: 1+2+4
Rangsum 8: 1+2+5, 1+3+4
Rangsum 9: 1+2+6, 1+3+5, 2+3+4

Ved opteelling kan vi se at der er 7 tilfeelde hvor rangsummen
er pa 6, 7, 8 eller 9.

Vi har altsa at der ligger 7 rangsummer i omradet fra 6 op til 9:

6 9 21

Spargsmalet er nu: Hvor stor en del udger de 7 af alle de
rangsummer der findes i det samlede felt fra 6 op til 21.
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Dette antal kan bestemmes ved en tzellemetode: P& hvor man-
ge mader kan der udveelges 3 tal blandt 8. Hver gang vi opstil-
ler en rangsum tager vi jo tre af tallene fra talmeengden 1,2,3,
4,5,6,7,8.

Det sggte antal er givet ved udtrykket:

8*7%6 _
1% 2% 3

K(8,3) = 56.

Der er altsd i alt 56 mulige mader at beregne rangsummen pa i
det forelagte eksempel.

Hver af disse 56 kombinationer af pigernes range tilleegger vi
nu samme sandsynlighed. Hvis vi antager at piger og drenge
er lige dygtige til praven, s vil ethvert saet af range for de tre
piger have samme chance for at forekomme, hvad enten det
er rangene (1,2,3), rangene (2,4,6) eller fx rangene (6,7,8). Sa
hvis den opstillede hypotese er sand, vil enhver af de 56 muli-
ge rangseet have sandsynligheden 1/56.

De 7 muligheder i omradet fra rangsum 6 til rangsum 9 skal nu
sammenlignes med det samlede antal pa 56.

Vi kan derfor sige: Chancen for at f& en rangsum i omradet fra
6 til 9 er 7/56 = 1/8 = 12.5%. Testen har dermed beregnet en
testchance pa 12.5%, dvs. der er 12.5% chance for at f4 en
rangsum som er sa lille som den foreliggende eller endnu min-
dre.

En testchance pa 12.5% er almindeligvis ikke noget der giver
grund til forkastelse af en opstillet hypotese. Vi vil derfor kon-
kludere at der ikke er opndet sa skeevt et resultat at der er
grund til at forkaste den opstillede hypotese:
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Forskelstest: (Enkeltdata)

Testresultat:

Ingen signifikant afvigelse mellem de to
dataseet A og B: p>10%

Tallene giver os altsa ikke grundlag for at haevde at prgven
viser at drengene er bedre end pigerne.

Hvis pigerne i stedet havde veeret placeret som nr. 1, 2 og 4,
sa havde deres rangsum vaeret 7. Af oversigten ser vi at der
kun er to mader hvorpa vi kan fa en rangsum pa 7 eller der
under. Chancen for en rangsum i omradet fra 6 til 7 er derfor:
2/56 = 3.57%.

Denne chance pa 3.57% ville maske fa os til at sige at den op-
stillede hypotese skulle forkastes. Vi kan derfor i denne situati-
on konkludere: Prgveresultatet tyder pa at drenge og piger ik-
ke klarer sig lige godt ved prgven. Da pigernes resultat ligger i
det venstre omrade, "deres rangsum er for lille", kan vi mere
tydeligt sige: Det ser ud til at pigerne klarer sig darligere end
drengene.
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Testen ville i dette tilfeelde fare til resultatet:

Forskelstest: (Enkeltdata)

Testresultat:

B har signifikant hgjere range end A: p=
3.57%

Det betyder at der er mindre end 4% chance for at et sa godt
resultat for drengene kan forekomme nar der foretages en til-
feeldig fordeling af range til de to grupper.

Vi anvender kun rangene

Den opstillede forskelstest kaldes ogsa en rangsumtest .
Den bygger jo sine beregninger pa de rangsummer der kan
forekomme.

Som du har set, benytter en rangsumtest kun rangene for de
forelagte data, derimod ikke talveerdierne. Det ggr rangsum-
testen til et lettilgaengeligt veerktgj. Men dette er selvfglgelig
ikke uden konsekvenser. Ved kun at benytte rangene for de
forelagte data, gar en reekke informationer tabt, idet der jo ofte
ligger vaesentlige oplysninger om de givne data i deres talveer-
dier.

Der findes da ogsa forskelstest som gar brug af de forelagte
talveerdier og ikke kun af deres range. Nogle af disse test har
imidlertid en raekke forudsaetninger som ikke altid kan opfyl-
des, og det kan i gvrigt veere sveert at afgare om de pageel-
dende forudseetninger er opfyldt eller gj.
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Man vil derfor ofte stille sig tilfreds med at benytte en rang-
sumtest som alene forudseetter at der foreligger data der me-
ningsfyldt kan opstilles i en rangorden.

Programmet Forskelstest

Vi skal nu se hvordan programmet Forskelstest kan benyttes
ved undersggelse af om der foreligger signifikante forskelle
mellem to dataseet.

| programmet &bner der sig en menu med fglgende mulighe-
der:

Enkeltdata
Gruppedata

Vi veelger punktet Enkeltdata. Programmet beder nu om oplys-
ninger om hvor mange data der er i de to seet. | vort eksempel
bestar det ene seet af data for pigerne, det andet saet af data
for drengene.

Vi svarer derfor at det ene saet bestar af 3 data og det andet af
5 data. Herefter spgrger programmet hvilke data der foreligger
for de to seet. Vi svarer med fgrst at indtaste tallene for piger-
ne: 15, 16 og 30. Derefter indtaster vi tallene for drengene: 18,
23, 27, 31 og 33.

Vi gér nu til Udfer test. Her far vi falgende oversigt pa skeer-
men:
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Forskelstest: (Enkeltdata)

A: 15 16 30

B: 18 23 27 31 33
Testresultat:

Ingen signifikant afvigelse mellem de to
dataseet A og B: p>10%

Vi anvender herefter programmet pa den situation at pigernes
pointtal ligger som nr. 1, 2 og 4 i rangfalgen. Vi kan fx benytte
pointtallene 15, 16 og 20 for pigerne, medens vi for drengene
bruger de samme pointtal som far.
Vi far da falgende udskrift fra programmet:

Forskelstest: (Enkeltdata)

A: 15 16 20

B: 18 23 27 31 33

Testresultat:

B har signifikant hgjere range end A: p=
3.57%

Vi kan sa overveje om vi ud fra dette tgr konkludere at pigerne
klarer sig darligere ved prgven end drengene. Men nu har vi i
hvert fald et statistisk grundlag for at fremsaette en sadan pa-
stand.

Programmet benytter betegnelserne A og B for de to dataseet.
Pa skeermen kan du se hvilke datasaet A og B star for.
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En forskelstest pa de to datasaet A og B kan fare til tre mulige
resultater:

Ingen signifikant forskel mellem A og B
A har signifikant hgjere range end B

B har signifikant hgjere range end A

Prov selv

1. Lad programmet foretage en beregning for den situation
hvor de tre piger havde opnaet pointtallene 19, 20 og 25, me-
dens drengene har de samme pointtal som far.

2. Lad programmet foretage en beregning for den situation
hvor de tre piger havde opnaet rangene 3, 7 og 8. Digt selv
nogle pointtal der passer til disse range. Hvilken konklusion
ville du give i dette tilfeelde om drengenes og pigernes dygtig-
hed?

Sammenfald af talveerdier

Lad os antage at pointtallene for de tre piger er 15, 17 og 30,
og drengenes pointtal er 17, 23, 27, 31 og 33. | dette tilfeelde
er der pointsammenfald, idet pointtallet 17 er opnaet af to
elever.

| en sadan situation fordeler man rangene séaledes at de point
der har pointsammenfald deler de pagaeldende range:

15 17 17 23 27 30 31 33
P P D D D P D D
1 25 25 4 5 6 7 8

De to elever der begge har opnaet 17 point har delt rangene 2
og 3 og derfor begge faet 2.5 som rang.
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Rangsummen for pigerne er i denne situation: 1 + 2.5+ 6 =
9.5.

Prov selv
Afpragv programmet: Veelg Enkeltdata og indtast de 8 pointtal
der er naevnt ovenfor.

Programmet kan klare alle de pointsammenfald der matte fore-
komme. Hver gang fordeles de pagaeldende range mellem de
elever der har pointsammenfald, og beregningerne foregar
derefter pA samme made som i eksemplet vi lige har set pa.

Prov selv
Afprgv en situation med nogle flere pointsammenfald, og lad
programmet udfgre forskelstesten.

Gruppedata

Under dette menupunkt gemmer sig en mulighed for en let ind-
tastning af data som foreligger med en stor maengde af point-
sammenfald.

Lad os se pa et eksempel hvor 40 elever deltager i et forsgg
med en ny undervisningsmetode i matematik. 40 andre elever
udger kontrolgruppen. | en afsluttende prgve inddeles besva-
relserne i 4 kategorier:

Under middel
Middel

God
Seerdeles god
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Vi kan fx tildele talveerdierne 1, 2, 3 og 4 til disse fire kategori-
er. Den afsluttende prave giver falgende resultater:

Kat. 1 Kat.2 Kat. 3 Kat. 4
Forsggsgruppen 5 7 16 12
Kontrolgruppen 7 9 15 9
Det kunne se ud som om forsggsgruppen har klaret sig bedre
end kontrolgruppen. Vi kan nu anvende en rangsumtest pa
disse data. Talveerdien 1 er tildelt 5+7 = 12 personer. Det bety-
der at rangene 1-12 ma deles mellem disse 12 personer. De

far derfor hver rangen 6.5, nemlig (1+12)/2 = 6.5.

Pa tilsvarende made tildeles range til de gvrige personer i ske-
maet.

Denne tildeling af range foretager programmet for os nar vi gar
ind under menupunktet Gruppedata.

Her spgrges farst om hvor mange grupper der er tale om. |
vort eksempel er der 4 grupper svarende til de fire kategorier
ved prgven. Vi svarer derfor: 4.
Dernaest beder programmet om de antal der er placeret i hvert
af skemaets felter. Nar de er indtastet, ser skaermen saledes
ud:

Antal i datasaet A 5 7 16 12

Antal i dataseet B 7 9 15 9
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Derefter gar vi til Udfar test. Her far vi nu falgende udskrift fra
programmet:

Forskelstest: (Gruppedata, stigende
rangorden) Antal forskellige talveerdier: 4

A: 5 7 16 12

B: 7 9 15 9

Testresultat:

Ingen signifikant forskel mellem A og B:
p>10%

Vi kan neevne at testchancen kan beregnes til knap 17%. Det

betyder at hvis det er rigtigt at de to grupper er lige dygtige, sa
er der ca. 17% chance for at opna data med en skaevhed som
den foreliggende.

Nu vil en testchance pa 17% ikke fare til forkastelse af den op-
stillede hypotese. Vi ma derfor konstatere at der ikke i de op-
naede resultater er tilstraekkeligt statistisk grundlag for at tro at
forsggsgruppen klarer sig bedre til praven end kontrolgruppen.
Med andre ord: Den nye undervisningsmetode giver ikke signi-
fikant bedre resultater end den der er anvendt i kontrolgrup-
pen.

| et skema som det der foreligger i denne undersggelse, er det
ligegyldigt om vi tildeler andre talveerdier til de fire kategorier. |
stedet for 1, 2, 3 og 4 kunne vi fx have benyttet 10, 20, 50 og
100. Vi kunne ogsa have taget karakterer fra den nye karakter-
skala: 4, 7, 10 og 12. Det eneste afggrende er at til bedre preae-
stationer svarer stgrre talveerdier. Talveerdierne skal altsa af-
spejle en rangorden. (Vi kan ogsa vende sagen om og lade
bedre praestationer svare til mindre talveerdier. Der skal blot
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veere sadan at bedre preaestationer svarer til at talveerdierne
egendres i én og samme retning hver gang). | programmet
antages det at data indtastes i stigende rangorden, altsa sale-
des at det farste felt svarer til de laveste range. — Hvis du ind-
taster i modsat rangorden, kan du blot fierne tegnet i feltet som
fastleegger den stigende rangorden.

Hvis vi havde lavet en undersggelse i en klasse der viste hvor
mange drenge og piger der havde matematik, engelsk og
dansk som deres bedste fag, kunne vi fx fa et skema som

ser sadan ud:

Matematik Engelsk Dansk
Drenge 10 5 7

Piger 12 7 3

Her er imidlertid ikke nogen naturlig rangorden mellem de tre
grupper af data. Vi kunne saledes lige sa godt have placeret
Dansk eller Matematik i midten af skemaet. Det har derfor
ingen mening at anvende en rangsumtest pa de foreliggende
data.

Ved et skema med kun to grupper er der ingen forvirrende om-
bytningsmuligheder. Enten star den ene gruppe forrest eller
ogsa den anden, og i begge tilfeelde vil en rangsumtest fore til
samme resultat. | et skema af den art kan derfor godt udfare
en rangsumtest, selv om der ikke umiddelbart foreligger nogen
naturlig rangfglge af de to grupper af data.

Prov selv

| en klasse er der 10 drenge og 12 piger der har matematik
som deres bedste fag, og der er 8 drenge og 3 piger der har
dansk som deres bedste fag. Undersgg disse data ved en
forskelstest.
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Opgaver til Forskelstest

| opgaverne forudseettes det at der opstilles den hypotese at
de to seet af data stammer fra samme materiale, og at den for-
deling af rangene der foreligger i to datasaet kan teenkes at
veere foretaget ved lodtraekning. Forskelstesten vil give en
statistisk vurdering af denne antagelse.

Nar testen farer til et signifikant resultat, kan du konkludere
hvilket dataseet "der er bedst". Men du kan ikke sige noget om
"hvor meget bedre" det ene seet er i forhold til det andet.
Bemaerk at det ikke altid er dataseettet med de hgjeste range
der er bedst. Hvis undersggelsen fx drejer sig om bilisters
reaktionstid, sa er det jo bedst at have korte reaktionstider,
dvs. lave range i en rangordnet opstilling.

Nar testens resultat er Ingen signifikant forskel, vil du ikke ha-
ve nogen statistisk grund til at forkaste den opstillede hypotese
om at de to dataseet kunne veere fremkommet ved tilfaeldig ud-
tagelse fra samme talmateriale. Eller med andre ord: Der er ik-
ke pavist nogen vaesentlig forskel mellem de to grupper.

Opstil i hver af opgaverne den hypotese du vil teste, og giv din
fortolkning af testens resultat.

Et forslag: Inden du benytter testen, sa tag et overblik over de

givne data og giv dit geet pa hvad testen vil fgre frem til.

1. Konditest

Ved en konditest af to grupper af idreetsmaend opnas falgende
kondital for gruppens medlemmer:

Gruppe 1: 63,71, 74, 69, 69, 76, 71, 72, 70.

Gruppe 2: 58, 72, 61, 67,59, 69, 71, 61.

Undersgg de forelagte data ved hjeelp af en forskelstest.
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2. Mal i fodboldkampe
I en spillerunde i en fodboldturnering scores der fglgende antal
mal i kampene i to divisioner:

1.division: 3,2,1,0,2,3,2,0, 1, 4.

2. division: 2, 5,2,4,3,1,4,2,0, 3.

Undersgg de forelagte data ved hjeelp af en forskelstest.
3. Driftssikkerhed
Maskiner af to fabrikater undersgges for deres driftssikkerhed.
Her er antallet af dage med fejlfri karsel:
Type 1:
195, 178, 250, 238, 252, 236, 234, 200, 212, 237, 214.
Type 2:
262, 242, 253, 212, 276, 266, 158, 301, 140.
Undersgg de forelagte data ved hjeelp af en forskelstest.
4. Fejltastninger
To tasteoperatgrers fejlprocenter undersgges. Der foreligger
folgende data i 12 prover:

Operatgar 1.

2.05, 2.18, 3.04, 2.35, 2.37, 2.23, 2.23, 2.56, 1.02, 1.57,
1.45, 1.88.
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Operatgar 2:

1.31, 2.39, 0.24, 1.93, 2.38, 1.22, 0.35, 1.14, 1.43, 1.93,
2.48, 1.59.

Undersgg de forelagte data ved hjeelp af en forskelstest.

5. C-vitamin

| en klasse pa 20 skoleelever udveelges ved lodtraekning 10
som hver far et stort tilskud af C-vitamin. | Igbet af skolearet
noteres faglgende antal sygedage i de to grupper:

C-vitamin: 0, 0, 2, 3, 5, 10 13, 18, 20, 22.

De gvrige: 0, 2, 3, 6, 9, 15, 17, 18, 21, 24.

Undersgg de forelagte data ved hjeelp af en forskelstest.
6. En feerdighedsprave
| en faerdighedsprave opnar to elevgrupper falgende point ud
af 100:
Hold 1: 81, 71, 81, 69, 78, 53, 63, 45, 83, 81.

Hold 2: 85, 84, 86, 98, 94, 68, 93, 78, 74, 73.

Undersgg de forelagte data ved hjeelp af en forskelstest.

7. Reaktionstider

| et psykologisk eksperiment foreligger fglgende reaktionstider
for forsggsgruppen og for en kontrolgruppe:

Forsggsgruppen:
12, 15, 14, 15, 17, 18, 8, 16, 20, 14, 19, 18, 7, 12.
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Kontrolgruppen:
15, 12, 21, 16, 11, 20, 16, 14, 13, 18, 27, 23, 12, 22.

Undersgg de forelagte data ved hjeelp af en forskelstest.

8. Et eksperiment

Lad to elever udfgre folgende eksperiment: Der afmeerkes et
punkt pa gulvet. Fra 3 meters afstand kastes en mgnt som
skal komme sa teet pa det afmaerkede punkt som muligt. Lad
hver elev fa 5-10 kast (lige mange til hver), og mal op hvor
langt mgnten lander fra malet.

Undersgag ved en forskelstest om der er noget der tyder pa at
de to elever ikke er lige dygtige.

9. Hagijre eller venstre hand
Udfar eksperimentet fra opgave 8 sdledes at du lader samme
person foretage kast med skiftevis venstre og hgjre hand.
Undersgg de forelagte data med en forskelstest: Er der noget
der tyder p& at personen rammer bedre med den ene hand
end med den anden?
10. Kopimaskiners sammenbrud
Her er antallet af timer mellem tilkaldelse af service til to fabri-
kater af kopimaskiner:

Maskine 1: 408, 127, 215, 555, 510.

Maskine 2: 88, 93, 214, 102, 365, 515.

Undersgg de forelagte data ved en forskelstest.
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11. Hvem reagerer hurtigst?

| en maling af reaktionstider deltager to grupper af idreetsudg-
vere: en gruppe af sprintere og en gruppe af bordtennisspille-
re.

Sprintere:
0.215, 0.234, 0.239, 0.243, 0.248, 0,248, 0.249, 0.252,
0.259, 0.268, 0.273, 0.296.

Bordtennisspillere:
0.202, 0.211, 0.216, 0.229, 0.230, 0.241, 0.242, 0.246,
0.249, 0.256, 0.276, 0.285.

Undersgg de forelagte data ved hjeelp af en forskelstest.

12. Antal kilometer pr. liter
For biler af to fabrikater males benzinforbruget ved karsel pa
en motorbane.

Fabrikat P:
16.10, 16.12, 16.20, 16.22, 16.30, 16.32, 16.50, 16.53,
16.67, 16.70, 16.75, 17.10, 17.15, 17.32, 17.40, 17.90.

Fabrikat R:
15.99, 16.02, 16.03, 16.10, 16.12, 16.14, 16.23, 16.25,
16.51, 16.67, 16.78, 16.92, 17.14, 17.16, 17.25, 17.70.

Undersgg de forelagte data ved en forskelstest.

13. Reaktionstid

| INFA-programmet BILER er indlagt et program til maling af
reaktionstider. Lad to personer afprgve programmet og afger
ved hjeelp af en test om der er en signifikant forskel pa de to
personers reaktionstider. Benyt 10 reaktionstider for hver per-
son.
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14. En prave
Ved en prgve foreligger fglgende resultater:

Ikke bestaet Bestaet
Gruppe 1 5 12
Gruppe 2 9 4

Undersgg de forelagte data ved en forskelstest.

15. En klar forskel?
I en klasse udtraekkes ved lodtraekning 3 piger og 3 drenge.

De deltager i samme opgavelgsning. Her er resultaterne:

Laser ikke opgaven Laser opgaven
Drenge 3 0
Piger 0 3

Undersgg disse data ved en forskelstest.

16. En klarere forskel?
I en klasse udtraekkes ved lodtraekning 4 piger og 4 drenge.
De deltager i samme opgavelgsning: Her er resultaterne:

Laser ikke opgaven Laser
opgaven
Drenge 4 0
Piger 0 4

Undersgg disse data ved en forskelstest.
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17. Tre grupper af data
| en prgve deltager hold 1 og 2. Deres preestationer bliver op-
delt i tre kategorier: Lav, Middel, Hgj:

Lav Middel Hgj
Hold 1: 10 12 4
Hold 2: 6 10 12

Undersgg de forelagte data ved hjeelp af en forskelstest.
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