Allan C. Malmberg

Tal

Ga pa taljagt!

Ml 146
|: INFA Matematik - 1999
ISBN 87-7701-690-4

ISSN 1398-6716




Talkunnen

Serien Talkunnen indeholder fremstillinger af en raekke emner som
kan give ideer til behandlingen af tal i en elementaser undervisning.
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TAL

TAL er et program der kan benyttes ved arbejdet med hele tal. |
TAL kan der foretages beregninger og sggninger inden for omra-
det 1 - 99 999 999, altsd med tal der indeholder op til 8 cifre.

L: Tal: Yersion 080399
Filer Bediger Beregninger Tabeller Segninger Hiselp

ratselber: ot || mes | |

Interval:

[T ]

Udtryk (formel):
v | |

Sege-intervaller:

Inddata til TAL
Der er pa skaermen tre Tal-felter til indtastning af tal: felterne a, b
og ¢. Umiddelbart under disse felter findes et Interval-felttil angivelse
af et talinterval.

Endvidere findes et Udtryk-felt U hvor der kan indtastes algebrai-
ske udtryk i én variabel (x) eller i to variable (x og y).

Til Udtryk-feltet er knyttet to Sage-intervaller. Hvis udtrykket U in-
deholder én variabel, skal det ene sggeinterval udfyldes. Hvis ud-
trykket indeholder to variable, skal begge sggeintervaller udfyldes.

Endelig er der et p-felt og et g-felt som hver kan indeholde en tal-
konstant. Disse felter benyttes i visse talsggninger.



Hvad TAL kan
Hovedmenuen i TAL indeholder fglgende valgmuligheder:

Beregninger Tabeller Sggninger

Beregninger

Beregninger

a+h

a-h

a'b

alb

a oplaftet bl b'te

Rest af aib'te div. med o
dwvalg: Kfa.b]

R aekkefalger: Pla.b]
Faorkort braken a/b
Starste feelles divisor
bindste faelles mulbiplum
Antal divizorer i a

Udregn a pa lamrmeregner
k.alenderbereghinger »

Her kan udfares de almindelige taloperationer pa tal i a-feltet og b-
feltet. Ved division angives kvotient og rest.

Til brug for talteoretiske opgaver kan programmet beregne resten
nar a i b'te divideres med c. De tre talfelter for a, b og ¢ skal veere
udfyldt for at denne beregning kan udfgres.

For givne veerdier af a og b kan udregnes K(a,b) og P(a,b), antallet
af kombinationer og antallet af permutationer nar der fra en meengde
pa a elementer udtages b.

Endvidere kan beregnes starste feelles divisor for givne tal: Hvis
alle tre talfelter a, b og c er udfyldt, foretages beregningen af stars-

te feelles divisor for de tre tal a, b og c. Hvis c-feltet ikke er udfyldt,
foretages beregningen af stgrste feelles divisor for tallene a og b. -
Tilsvarende foretages beregninger af mindste feelles multiplum for
tre eller to tal.

Under Beregninger kan ogsa angives antallet af divisorer i a: Her
medregnes 1 og tallet a selv. For a=4 er antallet af divisorer derfor
tre: 1, 2 og 4. - Endvidere anfgres antallet af primdivisorer, dvs.
antallet af divisorer som er primtal. For a=4 er antallet af prim-
divisorer én, nemlig divisoren 2.

Udover antallet af divisorer og primdivisorer i tallet a angives antal-
let af uforkortelige aegte braker med a som naevner. For a=4 er
antallet af sddanne braker to: 1/4 og 3/4. - Endvidere angives sum-
men af alle de aegte divisorer i tallet a. De segte divisorer er alle
tallets divisorer med undtagelse af tallet selv. De segte divisoreri 4
eraltsd 1 og 2.

Af hensyn til indleeggelsen af starre tal i a-feltet, er der en mulighed
for at lade dem overfgre direkte fra en lommeregner-udregning til
a-feltet: En lommeregner kan fremkaldes pa skaermen, og der kan
foretages udregninger ved tastetryk med musen. Det beregnede
tal kan overfares til a-feltet.

Under Beregningerkan endvidere foretages nogle typer af kalender-
beregninger. For en given dato kan beregnes den tilhgrende uge-
dag, og for to datoer kan beregnes hvor mange dage der skal teel-
les frem fra den ene dato for at na frem til den anden. Endvidere
kan der teelles et givet antal dage frem eller tilbage fra en given
dato. Antallet indtastes i a-feltet.

Kalenderberegningerne i TAL er begreenset til tiden fra 1. januar
1701 og fremefter. @nskes der beregningerne som gar leengere
tilbage i tiden, henvises til INFA-programmet Kalender.



Tabeller
Her er der fglgende muligheder:

Tabeller

a primtal, kvadrattal ete.
Frimfaktoroplesning af a
Diivigorer i a

Maboer: pnmtal, kwadrattal ete.
Frirmtal i interval

Fowadrattal i interval

Kubiktal i interal

Trekanttal i interval

Tilfzldige tal i interval
Rek.ursion

Ved , Tilfeldige tal* udveelges tal ved tilfeeldig udtagelse med tilbage-
leegning. Programmet spgrger om hvor mange tal der skal udta-
ges.

Du er muligvis ikke klar over hvad trekanttal er. Det er de tal der
fremkommer nar man teeller byggesten i trekanter der opbygges
pa fglgende made:

*
* * %

* * % * % %

Ved hver ny trekant kommer der et ekstra lag pa forneden. Hvis du
teeller op, vil du se at de farste trekanttal er 1, 3 og 6. Trekant-
tallene kan beregnes ved hjeelp af udtrykket

X*(x+1)/2

Hvis du i dette udtryk indsaetter x=1, x=2 og x=3, far du tallene 1, 3
og 6.

Under rekursion kan udskrives en tabel over veerdierne af et
rekursivt udtryk. Til eksempel kan i U-feltet indtastes udtrykket

x2+x1. Programmet vil da foretage beregninger af veerdier U(n),
givet ved fglgende rekursive sammenhaeng:

U(n+3) = U(n+2) + U(n+1).

Nar startvaerdien for U(1) og U(2) seettes til 1, vil denne rekursion
frembringer de kendte fibonacci-tal.

Sagninger

Der kan udfgres sggninger som vedrgrer udtrykket i U-feltet. Det
kan fx undersgges om der i variabel-intervallerne for x og y findes
veerdier for hvilke det indtastede udtryk er et primtal.

Sagninger WalED
Sog U er et primtal
Sog U er et sammensat tal
Sog U er et kvadiattal
Soo U er et kubiktal
Sog: U er et trekanttal
Seg U er delelig med p
Sog U er lig med p
Sog U eriomradet p.g
Sog U har p divisorer

For eksempel kan udtrykket U veere givet ved 5x + 17, og x-inter-
vallet veere talomradet 1..20. Ved anvendelsen af Sgg finder vi at
U er et primtal for x=4. Det givne interval gennemsgges indtil det
opnas at U er et primtal, og den fgrste vaerdi der giver gevinst er
x=4. P& skaermen far vi en liste over alle de x-veerdier i det givne
interval som gar udtrykket U til et primtal.

Vi kan i stedet sgge efter veerdier som ggr udtrykket U til et kva-
drattal. Her far vi at vide at der ikke findes nogen veerdi i det givne
x-interval som gar udtrykket U til et kvadrattal.

Vi kan ogsa undersgge om der findes vaerdier der ggr U til et trekant-
tal.



Afprgv ,Beregninger”

Indtast 15 i a-feltet og 6 i b-feltet. Ga& ind i menuen ,Beregninger*
og afprgv de fem farste menupunkter. Ved division vil du se at der
regnes med rest.

Under Udvalg far du beregnet hvor mange forskellige udvalg der
kan udtages fra en samling pa a personer, nar hvert udvalg skal
besta af b personer.

Ved Raekkefalger far du antallet af forskellige opstillinger der kan
foretages nar der fra a personer skal udvaelges b personer, og disse
b personer skal opstilles i en raekke.

For a=15 og b=6 vil du se at antallet af udvalg er 5005.

Hvis du prgver med nogle mindre veerdier for a og b, kan du lettere
overskue situationen. Prgv fx med a=4 og b=2.

Der kan da udtages 6 udvalg. Hvis vi kalder personerne A,B,C og
D, kan vi fra de 4 personer udtage falgende udvalg bestaende af 2
personer:

AB, AC, AD, BC, BD, CD
altsa i alt 6 udvalg.

Af reekkefglger kan der opstilles 12. Hvert af de seks udvalg kan jo
give to reekkefglger. For eksempel giver udvalget AB de to raekke-
falger AB og BA.

Ga nu tilbage til a=15 og b=6 og beregn starste faelles divisor og
mindste feelles multiplum for a og b. Kontroller at udregningen gi-
ver de resultater du have forventet.

Prgv ved hjeelp af neestsidste menupunkt under Beregninger at fa
en lommeregner frem pa skeermen. Udregn pa lommeregneren
2347 gange 12, gaind i Rediger-menuen pa lommeregneren, kopier

resultatet og klik pa Indseet til hgjre for a-feltet. Ga derefter ind i
.Tabeller” og find primfaktoroplgsningen af a.

Afprav Kalenderberegninger med nogle eksempler. Datoer skal
indtastes i reekkefglgen dag-maned-ar som fx: 2.1.1999 (eller
02.01.1999). Bemeerk at arstallet skal skrives fuldt ud.

Afprgv ,Tabeller*
Indtast i a-feltet: 64. G& derefter ind i menuen , Tabeller:.

Afprgv de farste fire menupunkter (efter hvert menupunkt kan du
skaffe dig en ren skeerm ved klik pa tasten Rens):

Er a primtal, kvadrattal etc.

Primfaktoroplgsning af a

Divisorer i a

Naboer: primtal, kvadrattal etc.
Undersgg om programmet udskriver de resultater du havde for-
ventet.
Udfyld derneaest feltet ,/nterval. Indtast 1 i det venstre felt og 100 i
det hgjre. Vi arbejder nu med intervallet der omfatter tallene

1,2,3,...,100.

Ga igen ind i menuen , Tabeller* og afprav de fem nederste mulig-
heder:

Primtal i interval

Kvadrattal i interval



Kubiktal i interval
Trekanttal i interval
Tilfeeldige tal i interval

De tilfeeldige tal der udskrives fra programmet, kan du teenke dig
udvalgt ved lodtreekning. | en pose er der en kugle for hvert af de
tal der er med i det valgte talinterval. Fra posen udtages en kugle
og dens nummer noteres. Derefter laegges kuglen tilbage i posen,
og der udtages igen en kugle, osv. - Samme tal kan altsa godt
udtreekkes flere gange. Prgv at lade programmet udskrive ti tilfeel-
dige tal fra intervallet [1;100].

Afprgvning af ,Sagninger”

Indtast i U-feltet udtrykket: 4x + 1. Udfyld endvidere x-intervallet
med tallene 1 og 25. - Vi arbejder altsd med de tal der kan angives
pa formen 4x+1, hvor x gennemigber veerdierne 1, 2, 3,..., 25.

Ga ind i menuen ,Sagninger* og veelg det farste menupunkt. P&
skaermen vil vi nu fa en liste over de x-vaerdier for hvilke 4x+1 er et
primtal. Undersgg om listen har det rigtige indhold.

Prov derneest menupunktet ,Sag: U er et sammensat tal‘. Her vil
du fa de x-veerdier som ger 4x+1 til et sammensat tal.

Afprgv derefter de naeste tre menupunkter, og sgg efter kvadrattal,
kubiktal og trekanttal. Kontroller at listen indeholder de rigtige tal.

Indtast nu tallet 7 i p-feltet, og veelg s@gningen ,,U er delelig med p*.
Du far nu en liste over de x-veerdier for hvilke det geelder at 7 gar
op i tallet 4x+1. Undersgg igen om listen har det rigtige indhold.

Indtast tallet 65 i p-feltet, og undersgg hvornar udtrykket 4x+1 er lig
med p.

Indtast dernaest 97 i g-feltet og undersgg ved hjeelp af det sidste
menupunkt hvornar 4x+1 har en veerdi i omradet 65..97.

Indtast 2 i p-feltet og undersgag for hvilke x-veerdier udtrykket U har
2 divisorer.

Nar der fremkommer en liste over sggningens resultater, vil der til
slut blive givet en sorteret liste over de veerdier udtrykket U har
antaget. Tallene i denne liste er sorteret efter stgrrelse s& man
hurtigt kan se om en bestemt talveerdi forekommer. - Hvis listen
bliver for lang, dvs. indeholder over 1000 linier, vil du blive opfor-
dret til at opdele sggningen i flere mindre omfattende sggninger.

Hvad kan indtastes i U-feltet?
Udtrykkene i U kan fx veere af fglgende form (idet tegnet » benyttes
til potensoplgftning):

7xX"2 +5x + 13 eller x"2 + 2x - y"2 + 17
| udtrykkene kan ogsa benyttes a, b og ¢, som fx

ax"2 + bx + c ellera(x"3 + x"2 - 3x + 7)
hvor talveerdierne for a, b og c er angivet i tal-felterne gverst til
venstre pa skeermen. Alle de benyttede konstanter skal vaere hele

tal.

Ved multiplikation af to parenteser skal der saettes multiplikations-
tegn * mellem parenteserne.

Der kan i U godt indga divisioner, men kun U-vaerdier som er hele
tal, vil blive godkendt i sggningen.

10



Hvordan udfgres sggningen?

Ved udtryk som indeholder bade x og y vil sagningen forega pa
falgende made: Vaerdien af x seettes til det farste tal i x-intervallet,
og y gennemlgber hele y-intervallet. Derefter seettes x til den an-
den veerdi i x-intervallet, og y gennemlgber igen hele y-intervallet,
osV.

Af hensyn til sggetiderne ved udtryk i to variable anbefales det at
X- 0g y-intervallerne indskreenkes mest muligt.

Mere gkonomisk sggning

Hvis y-intervallet angives som [x;100], vil sggningen kun omfatte y-
veerdier fra x og op til 100. Pa tilsvarende made kan et y-interval
angives som [1;x]. Sggningen omfatter nu kun y-veerdier fra 1 og
op til veerdien af x.

| X- og y-intervallerne kan venstre endepunkt veere tal fra 0 og op-
efter. Som vaerdier for p og q tillades ogsa negative hele tal.

Sggning kun for primtalsveerdier

Til hgjre for x- og y-intervallerne findes en knap som kan seettes i to
positioner: A og P. Hvis knappen er i position A, gennemfgres sgg-
ningen for alle tal i det angivne interval. Hvis knappen er i position
P, gennemfares sggningen kun for primtalsveerdier.

Rettelse i U-udtrykket
Ved indtastning af et nyt udtryk i U-feltet dobbeltklikkes pa U-feltet:
Det gamle indhold i feltet kan nu overskrives.

Gentag

Pa skaermen findes en Gentag-knap. Ved aktivering af den genta-
ges den foregaende beregning med de nye inddata der er indta-
stet. Med Gentag slipper brugeren for en reekke abninger af pro-
grammets menupunkter.
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Opgaver til TAL: GA PA TALJAGT!

Nar der i opgaverne sgges efter tal som opfylder givne betingelser,
er der tale om hele positive tal.

Opgaverne er opdelt i afsnit med fglgende overskrifter:

. Primtal og sammensatte tal

. Trekanter med heltallige sidelsengder
. Tal i forkleedning

. Find tallet!

. Ligninger i hele tal

. Divisorer og delelighed

. Klassiske taltyper

No ok~ wWwDNBRE

1. Primtal og sammensatte tal

1.1 33 sammensatte tal pa rad
Find i omradet 1000..2000 33 tal pa rad som alle er sammen-
satte tal.

1.2 99 sammensatte tal pa rad
En sadan raekke af tal findes farste gang i omradet
390000..400000. Find tallene.

1.3 Primtal af typerne 4x+1 og 4x-1
Nar et primtal stgrre end 2 divideres med 4, ma divisionen en-
ten give 1 eller 3 som rest.

Undersgg primtallene i omradet 10..1000, og fastleeg hvor mange
primtal der findes her af hver af de to typer.

NB Fgrste gang faringen mellem de to typer af primtal skifter,

indtraeffer ved primtallet 26861. Prgv at finde ud af hvornar fg-
ringen derefter skifter igen.

12



1.4 Primtal af typerne 6x+1 og 6x-1

Nar et et primtal starre end 3 divideres med 6, ma divisionen
enten give resten 1 eller resten 5.

Undersgg i omradet 10..1000 hvor mange primtal der er af hver
af de to typer.

1.5 Lutter primtal?
Undersgg tallene 2x? + 29 for x= 0,1,2,3....28. Hvor mange af
dem er primtal?

1.6 En primtalsformel

For hvilke tal x i omradet 1..50 er tallet
X2-x+41

et primtal?

1.7 En anden primtalsformel

For hvilke tal x i omradet 1..80 er tallet
X2 - 79x + 1601

et primtal?

1.8 En tredje primtalsformel

Undersgg hvilke x-veerdier i omradet 1..100 der ger tallet
X2+ x+ 17

til et primtal.
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1.9 Endnu en primtalsformel
Undersgg hvilke x-veerdier i omradet 1..100 der ger tallet

X% - 81x + 1681

til et primtal.

1.10 Hvor mange af dem er primtal?
Undersgg de tal der er 1 stgrre end en 10-potens:

100+ 1
altsa tallene 11, 101, 1001, osv.

Hvilke af disse tal er primtal?

1.11 Mersenne-tal
Undersgg hvilke af tallene 2*-1 der er et primtal. Lad x antage
veerdierne 1..25.

[Primtalsrekorder. Tal af formen 2 - 1 omtales efter den franske
matematiker Marin Mersenne (1588-1648) som Mersenne-tal. |
1876 blev pavist at Mersenne-tallet 227 - 1 er et primtal. Dette
tal var indtil 1951 det stgrste kendte primtal, men med data-
maskinernes anvendelse inden for den talteoretiske sggning er
langt stagrre primtal fundet.

Primtalsrekorden af 1998 indehaves af Mersenne-tallet 23021377 -
1, et tal der skrives med 909526 cifre. For tiden (1998) kendes
kun 37 primtal af formen 21, men jagten pa nye Mersenne-
primtal fortseetter.]

1.12 Primtalstvillinger
To tal x og x+2 der begge er primtal, kaldes primtalstvillinger.
Det farste par af primtalstvillinger er 3 og 5, det naeste er 5 og 7.

14



Undersgg hvor mange par af primtalstvillinger der findes i om-
radet 1..1000.

Undersgg hvor mange par af primtalstvillinger der findes i om-
radet 4001..5000.

Undersgg ved eksempler om det er rigtigt at 12 altid gar op i

summen af to primtalstvillinger nar der ses bort fra det fgrste
par, 3 og 5. Kan du give et argument for at det ma vaere sadan?

[Allerede Euklid giver et bevis for at der findes uendelig mange
primtal, men endnu er der ikke fart noget bevis for at der ogsa
findes uendelig mange par af primtalstvillinger. Der kendes
primtalstvillinger med over 3000 cifre.]

1.13 Nogle primtalstvillinger

For hvilke tal x i omradet 1..13 er de to nabotal til tallet
30*(27-2x)*(15-x)

begge primtal?

1.14 Hvor teet ligger primtallene?

Find antallet af primtal i talomraderne:

(1) 1..999 (2) 9001..9999

(3) 99001..99999 (4) 999001..999999

(5) 9999001..9999999 (6) 99999001..99999999

NB Inden for TALs talomrade findes i alt 5 761 455 primtal.
Prgv ikke pa at f& TAL til at udskrive dem.
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1.15 Hvor teet ligger primtalstvillingerne?
Undersgg hvor mange par af primtalstvillinger der ligger i de
talomrader der er naevnt i den foregaende opgave.

NB Opstil ved hjeelp af S@g en procedure som direkte udskriver

en liste over primtalstvillingerne i de forelagte omrader.

1.16 Primtallenes ujaevne fordeling

Undersgg hvor mange primtal der ligger i de to omrader
10000000..10000100 og 10000100..10000200

1.17 Ti primtal i en differensraekke

Start ved tallet 199. Find en reekke pa 10 tal: 199, 199+a, 199+2a,
199+3a,...,199+9a som alle er primtal.

1.18 Hvor mange af dem er primtal?
Undersgg hvor mange af de tal som skrives med lutter
1-taller
1,11, 111,...,, 11111111
der er primtal.
[l denne raekke af tal er der op til det tal der skrives med 10000
1-taller kun fundet fire primtal.]
1.19 Er de alle primtal?
Undersgg hvor mange tallene

31, 331, 3331, ..., 33333331

der er primtal.

16



1.20 Hvor laenge gar det godt?

Start med tallet 43 og ga frem i listen over ulige tal:

Forst springes ét ulige tal over, du kommer da til primtallet 47.
Derefter springes to tal over, og du kommer til primtallet 53.
Derefter springes tre tal over, og du kommer til primtallet 61.

Fortszet pa den beskrevne made med at ga frem i listen over

ulige tal. Hvornar kommer du til et tal som ikke er primtal?

1.21 Et tilfeelde?

Undersgg for x=1,2,3,..,22 hvornar veerdien af udtrykket
17*%2x-1

er et primtal.

Foretag derneest den samme undersggelse for udtrykket
xt+1

1.22 Rest 1 ved division med 40

Find fem primtal der giver resten 1 ved division med 40.

Undersgg derneest for hvert af de fundne tal om det kan skrives

pa formen
X2 - 10y?

1.23 Rest 1 ved division med 24

Find fem primtal som alle giver resten 1 ved division med 24.

Undersgg om de fundne tal kan skrives pa formen

X2 + 6y?
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1.24 Rest 11 ved division med 24
Find fem primtal som alle giver resten 11 ved division med 24.
Undersgg om de fundne tal kan skrives pa formen

2x% + 3y?
1.25 Hvilke primtal?
Find ved hjeelp af TAL de primtal x i omradet 1..1000 for hvilke
det geelder at bade 2x-1 og 2x+1 er primtal.
Hvordan ville det g& hvis du udvidede talomradet til at omfatte

tallene 1..1 000 000? Kan du redeggre for hvad resultatet ville
blive uden at du farst foretager en sggning ved hjeelp af TAL?

18



2. Trekanter med heltallige sideleengder

2.1 En katete har leengden 10
Find de retvinklede trekanter hvor en af kateterne har leengden
10, og hvor den anden katete hgjst har leengden 25.

2.2 Hypotenusen har laengden 20
Find de retvinklede trekanter som har en hypotenuse af laeng-
den 20.

2.3 Pythagoreeiske trekanter
Find alle de retvinklede trekanter hvis sideleengder er hele tal i
omradet 1..25.

2.4 Hypotenusen 1 stgrre end den ene katete
Fastlaeg fire retvinklede trekanter (med sideleengder under 50)
hvor hypotenusen er 1 stgrre end den starste katete.

2.5 Kateterne har en forskel pa 1
Fastleeg tre retvinklede trekanter hvor den ene katete er 1 stgrre
end den anden.

2.6 En side af laengden 47
Find en retvinklet trekant med heltallige sideleengder og med en
katete af leengden 47.

Undersgg for en reekke tal i omradet 1..100 om de kan veere
sideleengde for en katete i en retvinklet trekant. Opstil en anta-
gelse om hvilke tal der kan forekomme som kateteleengde og
test din antagelse pa nogle eksempler.
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2.7 Primtalslaengder
Find fire retvinklede trekanter hvor savel la&engden af hypotenu-
sen som leengden af en af kateterne er et primtal.

2.8 lagtagelser i pythagoreeiske trekanter
Lav en liste over sideleengderne (a,b,c) i ti pythagoreeiske tre-
kanter.

Undersgg i din liste om det er rigtigt at

(1) Mindst et af de tre tal a, b og c er lige

(2) Savel 3 som 5 gar op i et af tallene a,b,c

(3) Hagijst ét af tallene a,b,c er et kvadrattal
2.9 Find hvilket tal der gar op
Benyt din liste fra foregdende opgave. Undersgg hvilket tal der
altid vil ga op i produktet af kateternes leengder i en retvinklet
trekant, og hvilket tal der altid vil ga op i produktet af alle tre
sidelaengder.
Afprgv din formodning ved nogle flere eksempler.
2.10 Hvis hypotenusens laengde er et primtal
Lav en liste over pythagoreeiske trekanter, og find i listen de
trekanter hvor leengden af hypotenusen er et primtal.
Undersgg hvilken form disse primtal er af: Kan de skrives som
4x+1 eller som 4x+3? Opstil en formodning om hvilke primtal

der kan forekomme som laengden af hypotenusen i en retvinklet
trekant, og afprgv den gennem nogle eksempler.
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3. Tal i forkleedning

3.1 Sum af kvadrattal og primtal
Find de tal i omradet 5..100 som kan skrives som en sum af et
kvadrattal (0 medregnet) og et primtal.

3.2 Sum af to kvadrattal
Find de tal i omradet 1..100 som kan skrives som summen af to
kvadrattal.

Find det mindste tal som pa to mader kan skrives som summen
af to kvadrattal.

Find de primtal (stgrre end 2) som kan skrives som summen af

to primtal. Undersgag hvilken rest disse primtal giver nar de divi-
deres med 4.

3.3 Hvilke lige tal opfylder kravet?
Undersgg gennem eksempler hvilke lige tal der kan skrives pa
formen

x2-y?  (y kan eventuelt veere 0)
Opstil en hypotese og afprgv den gennem en reekke eksempler.
3.4 Hvilke ulige tal opfylder kravet?
Undersgg gennem eksempler hvilke ulige tal der kan skrives pa
formen

x2-y2  (y kan eventuelt veere 0)

Opstil en hypotese og afprgv den gennem en raekke eksempler.

Undersgg ogsa hvilke ulige tal der kun pa én made kan skrives
pa den anfarte form.
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3.5 Sum af et kvadrattal og et kubiktal
Find de tal i omradet 1..100 som kan skrives som summen

x2+y® (x ogy kan eventuelt veere 0)
3.6 Sum af kubiktal og et tal i femte
Tallet 1032 kan pa to mader skrives som en sum af et kubiktal
og et tal oplgftet i 5'te. Find de to mader.
Det samme geelder for tallet 9504. Find de to omskrivninger.
3.7 Primtal som er sum af to kvadrattal

Undersgg hvilke primtal i intervallet 1..500 der kan skrives som
summen af to kvadrattal.

3.8 Tre tal i treek
Find tre pa hinanden fglgende tal som alle kan skrives som sum-
men af to kvadrattal.

3.9 Tallet 1105
1105 er det mindste tal som pa fire mader kan skrives som sum-
men af to kvadrattal. Find de fire mader.

3.10 Sum af to kubiktal

Find de tal som pa to mader kan skrives pa formen
X3 + y3

og hvor x og y begge ligger i omradet 1..35.

3.11 En fejlagtig formodning
Formodningen ,Ethvert ulige tal starre end 1 er enten et primtal
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eller summen af et primtal og det dobbelte af et kvadrattal“ er
forkert. | talomradet op til 100 000 findes der to undtagelser. De
ligger begge mellem 5700 og 6000.

Find dem.

3.12 Tallet 252
Dette tal kan pa to mader skrives som summen af tre kubiktal.
Find de to omskrivninger.

3.13 Goldbachs formodning
Goldbach fremsatte i 1742 den formodning at ethvert lige tal
stgrre end 2 kan skrives som summen af to primtal.

Undersgg ved hjeelp af TAL om formodningen passer for tal-
lene i omradet 5..100.

3.14 Tallet 325
Tallet 325 er det mindste tal der pa tre mader kan skrives om en
sum af to kvadrattal. Find de tre mader.

3.15 Tallet 1729
Tallet 1729 er det mindste tal der pa to mader kan skrives som
summen af to kubiktal. Find de to mader.

3.16 Tallet 5525
Tallet 5525 er det mindste tal der pa seks mader kan skrives
som summen af to kvadrattal. Find de seks mader.
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4. Find tallet!

4.1 Primtalsafstand
Om et tal T oplyses:

1. T er et primtal
2. T er mindre end 200
3. Det neeste primtal i talreekken er T+12

Find T

4.2 Nitten sammensatte tal
Om et tal T oplyses:

1. T er mindre end 1000
2. Tallene T+1, T+2,..., T+19 er alle sammensatte tal

Find T

4.3 Et signalement af T
Om et tal T oplyses:

1. T er fircifret

2. T er delelig med 461

3. T har kun 4 divisorer (1 0og T medregnzet)

4. T kan ikke skrives som summen af 2x og et primtal

Find T

4.4 Hvor gammel var han?
En mand var x ar i aret x2. Hvor gammel var han da han deltog
i de olympiske lege i Paris i 19247
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4.5 Find tallet

Tallet T giver rest 1 ved division med 2, 3 og 5, men rest 0 ved
division med 7. Find det mindste tal der passer med disse op-
lysninger.

4.6 Sum af kvadrattal
Summen af farste x kvadrattal er givet ved formlen

X*(x+1)*(2x+1)/6

Hvornar er denne sum selv et kvadrattal? Det er den for x=1,
men der findes yderligere én Igsning. Find den!

4.7 Kvadrattal som ogsa er trekanttal
Undersgg om der findes kvadrattal i omradet 1..5000 som ogsa
er trekanttal.

4.8 Sum af to kubiktal
Find det mindste trekanttal (starre end 1) som kan skrives som
en sum af to kubiktal.

4.9 Kvadrattal som ender pa 444
Find de to mindste kvadrattal som ender pa tre 4-taller.

4.10 Find tallene

Om to tal a og b geelder at deres starste feelles divisor er 6 og at
deres mindste faelles multiplum er 210. Hvad kan a og

b veere?

Hvad er a og b nar summen a+b skal veere sa lille som mulig?
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4.11 Find tallet
Om tallet T geelder at det hverken kan divideres med 2, 3, 4, 5
eller 6: Tallet er hver gang 1 for lille til at divisionen gar op.

Derimod kan T divideres med 7.

Hvad kan T veere? Find tre lgsninger i omradet 1..1000.

4.12 Find tallet!
Et tal mellem 1000 og 2000 giver resterne 4, 5 og 6 nar det
divideres med henholdsvis 7, 11 og 13. Find tallet!

4.13 Find tallet!
Find det mindste positive tal som giver rest 1 ved division med
1000 og rest 8 ved division med 761.

4.14 To trecifrede nabotal

Tallet 183184 er opbygget af to trecifrede nabotal, 183 og 184.
Det sekscifrede tal er et kvadrattal (tjek det!). Undersgg om der
findes andre sekscifrede kvadrattal der er opbygget af to trecif-
rede nabotal. Undersgg ogsa om der findes ottecifrede kvadrat-
tal som pa samme made er opbygget af to fircifrede nabotal.
Findes der mon fircifrede kvadrattal der er opbygget af to tocif-
rede nabotal?

(Bemeerk at nabotallene godt ma have det starste tal forrest).
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5. Ligninger i hele tal
Ligninger der lgses inden for omradet af hele tal, kaldes

diophantiske ligninger efter den greeske matematiker Diophant
der levede i det tredje arhundrede.

5.1 En ligning med to ubekendte
Ligningen
x3-7= yz

har lgsningen x=2, y=1. Men den har endnu en Igsning i hele
positive tal, hvor x antager en veaerdi under 100.

Find denne Igsning.
5.2 Find lgsningerne
Lgs ligningen
X+ 17 =y?
hvor bade x og y ligger i omradet 1..25.
5.3 Endnu to Igsninger

Ligningen i foregaende opgave har to lgsninger for x>25.
Find de to lgsninger.

5.4 Find to lgsninger
Find ved hjeelp af TAL to Igsninger til ligningen

x3-5x2-8x+12=0
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5.5 Lgs ligningen
Find lgsningerne til ligningen

x*-29x2+100=0
5.6 Find prisen
En mand kgber 57 flasker hvidvin og 158 flasker rgdvin til en

samlet pris af 20 000 kr.

Hvad var prisen pa rgdvinen nar det oplyses at radvinen var
dyrere end hvidvinen?

5.7 Hvor mange var der?

Ved en forlystelse koster billetten 15 kr. for voksne og 7 kr. for
barn. Indteegten var i alt 2119 kr. Hvor mange bgrnebilletter blev
der solgt?

5.8 Find x og y

Find to heltals-lgsninger til ligningen
101x + 753y = 100 000.

5.9 Find alle lgsninger

Find alle heltals-lgsninger til ligningen
23x + 31y = 1111

5.10 Er der Igsninger?

Gaor rede for at ligningen
5x + 10y = 182

ikke har lgsninger i hele positive tal.
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Undersgg dernaest om ligningen
5x + 11y = 182

har lgsninger i hele positive tal.

5.11 Starste feelles divisor

Veelg to tal a og b og find deres starste feelles divisor d. Under-
s@g om det er muligt at finde sadanne veerdier for x og y at hvis
det ene tal a ganges med x og det andet tal b ganges med y, sa
bliver differensen mellem de to produkter lig med d:

ax - by =d.
5.12 Ni lgsninger
| en skoleklasse far man til opgave at finde heltals-lgsninger
til ligningen
5x + 7y = 338
Klassen finder ni forskellige lgsninger. Kan du gare det lige sa

godt?

5.13 Hvor mange lgsninger?
| et lotteri skal der bruges 31 gevinster af type A og 257 gevin-
ster af type B. Der skal i alt bruges 100 000 kr. til gevinsterne.

Hvad kan de to typer af gevinster koste? Angiv alle mulige heltals-

lgsninger.

5.14 Aben og kokosngdderne: Den lette version
Tre mand strander pa en gde @. Eneste levende vaesen ud over
dem er en abe. P& gen findes en bunke af kokosngdder. De tre
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meend aftaler at de nseste morgen vil dele ngdderne ligeligt imel-
lem sig. Om natten lister en af dem sig hen til bunken af ngdder,
og han observerer at de ikke vil kunne deles ligeligt, idet der er
en ngd for meget. Denne ngd giver han til aben, og derefter
tager han sin andel af de resterende ngdder. Lidt senere lister
en anden af de tre meend hen til bunken af ngdder. Ogsa han
observerer at der er én ngd for meget til at der kan foretages en
ligedeling mellem de tre maend. Han giver derfor ogsa en ngd til
aben, og tager derefter sin tredjedel af de gvrige.

Om morgenen deler de tre maend de resterende ngdder. Denne
gang kan bunken ligedeles, og der er ingen ngd til aben.

Hvor mange kokosngdder var der i den oprindelige bunke?

Et forslag til fremgangsmade: Det oprindelige antal ngdder kal-
des x og det antal de hver far tildelt i sidste fordeling kaldes y. Vi
har da, idet a og b angiver de fordelingsantal der forekommer
undervejs:

Xx=3a+1
2a=3b+1
2b =3y

Af disse ligninger far vi ved at udtrykke b, a og x ved y:
4x =27y + 10

Vi kan nu ved hjeelp af TAL finde lgsninger til denne ligning med
to ubekendte. Vi kan ogsa bruge hovedregning.

Ligningen kan ogsa opskrives direkte ud fra de opgivne oplys-
ninger:

2/3*(2/3*(x-1)-1) = 3y

Heraf fas:
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(4/9)*x - 4/9 - 2/3 = 3y
som kan omformes til den tidligere opstillede ligning:
4x =27y + 10

Find nu ved hjeelp af TAL (eller ved hovedregning) nogle Igsnin-
ger til den opstillede ligning.

5.15 Aben og kokosngdderne: Kvartet-versionen

Der er nu tale om fire maend, en abe og en bunke kokosngdder.
Fordelingen foregar som fgr med ligedeling til hver af meendene.
De tre farste gange bliver der en kokosngd tilovers til aben,
men ikke sidste gang hvor ligedeling mellem de fire maend kan
foretages.

Hvor mange kokosngdder ma der mindst have veeret i bunken?

5.16 Aben og kokosngdderne: Den klassiske version

Her foretages fordelingen mellem fem maend og en abe. Hvor
mange ngdder skal der nu mindst veere i bunken for at
fordelingerne kan finde sted med én nad til aben ved hver af de
farste fire fordelinger, og ingen ved den sidste fordeling?

5.17 Portobelgb
Hvilke portobelgb under 100 kr. kan ikke klares nar der kun er
frimaerker pa 2 kr. og pa 5 kr. til radighed?

Undersgg det samme spgrgsmal nar der kun er frimaerker pa 3

kr. og 5 kr. til radighed.

5.18 Find talpar
Find de hele positive tal x og y som opfylder falgende betin-
gelse:
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X2 -xy + 2x - 3y = 1997

Forslag: Omskriv udtrykket til falgende form (find a, b og c)
(x+a)(x-y+b)=c

og lgs derefter opgaven ved hjeelp af TAL.

5.19 Punkter angivet ved én koordinat

Punkter i koordinatsystemet (x,y), hvor x og y antager hele tal-

veerdier stgrre end eller lig med 0, kan angives ved en enkelt
talveerdi p(x,y), ,positionen®, givet ved:

P(X.y) = (x + 3y + (x+y)?)/2
(1) Beregn positionen for falgende punkter:

(0,0) (1,0) (0,1) (1,2) (2,3) (5,0)
Undersgg ved hjeelp af TAL om det er rigtigt at punkterne (x,y),
hvor bade x og y gennemlgber omraderne 0..10, giver lutter
forskellige positioner.

(2) Find ved hjeelp af TAL de punkter der svarer til positionerne:

20 30 100 268 500 1000

(3) Forklar hvorfor p(x,y) altid vil blive et helt tal.
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6. Divisorer og delelighed

6.1 Hvilke tal?

Hvilke tal har kun 2 divisorer? Hvilke har 3 divisorer? Og hvilke
har 4 divisorer? Afprav din formodning pa en raekke eksempler.
Giv et argument for din formodnings rigtighed.

6.2 Tre pa hinanden fglgende tal
Find tre pa& hinanden fglgende tal som alle har 4 divisorer.

6.3 Ulige antal divisorer

Undersgg gennem eksempler hvilke tal der har et ulige antal
divisorer. Opstil en hypotese og afprgv den gennem en raekke
eksempler.

6.4 Tal med 6 divisorer og tal med 8 divisorer

Find nogle tal som har 6 divisorer. Se pa tallenes primfaktor-
oplgsning. Kan du beskrive hvordan et tals primfaktoroplgsning
skal veere for at der lige netop er 6 divisorer i tallet?

Giv derefter en beskrivelse af primfaktoroplgsningen for tal som
har 8 divisorer.

6.5 Fire pa hinanden falgende tal
Prgv om du kan finde fire pa hinanden fglgende tal som alle har
6 divisorer.

6.6 Fem pa hinanden fglgende tal
Et sted mellem 40000 og 50000 findes fem pa hinanden fal-
gende tal som alle har det samme antal af divisorer. Find dem.
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6.7 Et tal med 12 divisorer
Find det mindste tal som har 12 divisorer.

6.8 Et tal med 16 divisorer
Find det mindste tal som har mindst 16 divisorer.

6.9 Et tal med 32 divisorer
Find det mindste tal som har mindst 32 divisorer.

6.10 Et tal med 50 divisorer
Find det mindste tal som har mindst 50 divisorer.

6.11 Fircifrede tal
Hvor mange divisorer kan et fircifret tal hgjst have?
Find det mindste fircifrede tal som har dette antal af divisorer.

6.12 Sekscifrede tal

Hvor mange divisorer kan et sekscifret tal have?

Find det mindste sekscifrede tal som har dette antal af diviso-
rer.

6.13 Hvilket tal gar op i produktet?
Tag tre pa hinanden fglgende lige tal og gang dem sammen.
Hvilket tal vil altid g& op i produktet?

6.14 Fem tal i reekkefalge
Tag fem tal i reekkefglge og gang dem sammen. Hvilket tal vil
altid ga op i produktet?
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6.15 Rest ved division med 24
Undersgg ved eksempler om det er rigtigt at kvadratet pa et
primtal (starre end 3) giver resten 1 ved division med 24.

6.16 Antal divisorer i produktet

Veelg to tal a og b som ikke har andre feaelles divisorer end 1.
Find antallet af divisorer i a og i b. Find dernaest antallet af divi-
sorer i produktet a*b. - Formuler en regel om antallet af diviso-
rer i et produkt af to tal, og afprav reglen pa nogle eksempler.
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7. Klassiske taltyper

7.1 Overveegtige tal
Et tal N er divisor-overvaegtigt nar summen af alle dets segte
divisorer er stgrre end N.
De fem mindste divisor-overvaegtige tal er 12, 18, 20, 24 og 30.
Vis at det ulige tal 45045 er divisor-overvaegtigt.
Find det mindste ulige tal som er divisor-overveegtigt. Det ligger
i omradet 900..1000 og har 16 divisorer.
7.2 Tetraediske tal
Tetraediske tal kan skrives som
X*(x+1)*(x+2)/6
hvor x antager veerdierne 1,2,3,...
Udskriv en liste over de 50 fgrste tetraediske tal.
7.3 Tetraediske tal og andre tal
Undersgg om der findes tetraediske tal der er kvadrattal.
Undersgg om der findes tetraediske tal der er trekanttal.
Findes der tetraediske tal der er primtal?
7.4 Sum af tetraediske tal
Naesten ethvert tal der ender pa 6 kan skrives som summen af

hgjst fire tetraediske tal (som ikke behgver at veere forskellige).

Undersgg om det geelder for tallene: 6, 16, 26,...,96.
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7.5 Kubiktal som nabo til kvadrattal
Undersgg nogle talomrader for at finde eksempler pa kubiktal
og kvadrattal som er nabotal.

7.6 Kvadrattal som er trekanttal

De tre mindste kvadrattal x> som ogsa er trekanttal, findes let for
x inden for omradet 1..50. De naeste to er sveerere at finde: Prav
med x i naerheden af 200, og prav med x i naerheden af 1200.

7.7 8T+1 er et kvadrattal
Efterprav gennem eksempler om det er rigtigt at nar T er et tre-
kanttal, sa er tallet 8T+1 et kvadrattal.

7.8 Fuldkomne tal

For tallet 6 geelder at summen af dets segte divisorer er lig med
tallet selv. Et saddant tal kaldes et fuldkomment tal.

Der findes under 100 yderligere kun ét fuldkomment tal. Find
det!

Der findes ét trecifret fuldkomment tal (i neerheden af 500) og ét
fircifret fuldkomment tal (lidt sterre end 8000).

Find de to tal' ( Benyt eventuelt ved sggningen at et fuldkom-
ment tal stgrre end 6 altid vil give rest 1 ved division med 9).

Det femte fuldkomne tal er 33 550 336. Tjek at det anfarte tal er
fuldkomment.

[De fuldkomne tals historie er neert knyttet til Mersenne-tallene.
Det er endnu et abent spgrgsmal om der findes fuldkomne tal
som er ulige.

Allerede hos Euklid findes et bevis for, at ethvert tal af formen
(2x-1) * 2<1, hvor 2*-1 er et primtal, er et fuldkomment tal (Euklids
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Bog 9, seetning 36). Et bevis for at et lige fuldkomment tal kun
kan veere af denne form er givet omkring 1740 af Euler (1707-
83).]

7.9 Fuldkomne tal som sum af kubiktal
De kendte fuldkomne tal (fraset tallet 6) kan skrives som en
sum af ulige kubiktal. De to farst er:

1¥+3
P+3F+53+73

For hvert nyt fuldkomment tal tages dobbelt s& mange led med
i udregningen som ved det foregaende tal.

Undersgg om disse summer giver de tal du fandt i den forega-
ende opgave.

7.10 Trecifrede palindromer

Et tal der skrives ens forfra og bagfra kaldes et palindrom.

Lav en liste over alle primtal mellem 100 og 999 og afmeerk de
primtal som er palindromer.

Opstil derneest en sggeprocedure i TAL som finder de trecif-
rede palindromer der er primtal.

7.11 Fircifrede palindromer
Undersgg ved hjeelp af sggefunktionen i TAL om der findes fir-
cifrede palindromer (se foregdende opgave) som er primtal.

Undersgg endvidere om der findes fircifrede palindromer der er
kvadrattal.

Find et fircifret palindrom der er kubiktal, og find et fircifret palin-
drom der er trekanttal.
Find et tal der gar op i alle fircifrede palindromer.
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7.12 Femcifrede palindromer med 0O i midten

Opstil en sggeprocedure for de femcifrede palindromer der har
0 som midterste ciffer. Undersgg om der findes sadanne tal som
er primtal. Findes der sddanne tal som er trekanttal? Kvadrat-
tal? Kubiktal?

7.13 Femcifrede palindromer som er kvadrattal
Find fem femcifrede palindromer som er kvadrattal. Findes der
femcifrede palindromer som er kubiktal?

7.14 Venskabelige tal

To tal a og b er venskabelige tal nar summen af de segte diviso-
reria er lig med b, og samtidig summen af de aegte divisorerib
er lig med a. | omradet op til 1000 findes kun ét par af venskabe-
lige tal. Det ene tal af de to er 220.

Find det andet og tjek at der er tale om venskabelige tal.

Et af tallene i det neeste par af venskabelige tal er 1210. Find
det andet tal og tjek at der er tale om venskabelige tal.

Undersgg om 2620 kan veere det ene tal i et par af venskabe-
lige tal.

Ogsa ulige tal kan veere venskablige tal. Det fgrste eksempel
pa et par af ulige venskabelige tal indeholder tallet 12285.
Find det andet tal.

Tallene i det efterfglgende par af venskabelige tal har ogsa fem
cifre. Det ene tal er 17296. Find det andet og tjek at der er tale
om venskabelige tal.

Et af tallene i et par af venskabelige tal er det syvcifrede tal
9363584. Find det andet!

Yderligere et eksempel pa ulige venskabelige tal forekommer
med 1175265 som det ene tal. Find det andet.
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[Venskabelige tal. Matematikeren Euler (1707-83) fandt i
1740’erne 60 par af venskabelige tal. Han oversa imidlertid det
neestmindste par, det blev fgrst fundet i 1866 af en 16-arig sko-
leelev. Der kendes nu flere tusinde par af venskabelige tal. Et
par af ulige 152-cifrede venskabelige tal blev fundet i 1972.]

7.15 Keede af tal

Start med tallet 12496. Find summen af de segte divisorer i tal-
let. Find derneest summen af de eegte divisorer i dette nye tal.
Fortseet sddan indtil du nar tilbage til udgangstallet 12496.

7.16 En leengere keede
Start med tallet 14316 og ga frem som i den foregaende op-
gave. Hvor mange tal indgar der i keeden?

7.17 Et tal ganges med sit spejltal

Tag et tocifret tal T og gang det med sit spejltal, dvs. det tal der
fremkommer nar cifrene ombyttes. Eksempel: 57*75.
Undersgg hvornar produktet er et kvadrattal.

7.18 Kvadrattal?
Undersgg for x og y i omradet 1..10 om udtrykket
X2 + 2xy + y?

giver et kvadrattal. Kunne du pa forhand have sagt hvad resul-
tatet af undersggelsen ville blive?

Undersgg dernaest for de samme veaerdier om udtrykket
X2+ 3xy +y?

kan give et tal der er et kvadrattal.
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7.19 Rest 1 ved division med 8
Undersgg om det er rigtigt at kvadratet pa et ulige tal giver re-
sten 1 ved division med 8.

7.20 En talprofil
Veelg et tal. Tag til eksempel 1997.

1. Undersgg om 1997 er et primtal, et kvadrattal, et kubiktal

11.

eller et trekanttal.

. Hvor mange primtal findes der i omradet 1..1997?

. Undersgg om 1997 kan skrives som summen af to

kvadrattal og om en sddan omskrivning kan forega pa flere
mader.

. Undersgg om 1997 kan skrives som differensen mellem

to kvadrattal.

. Undersgg om 1997 kan skrives som summen af tre

kvadrattal og om denne omskrivning kan forega pa flere
mader.

Undersgg om 1997 kan skrives som summen af et prim-
tal og et kvadrattal.

Undersgg om 1997 kan skrives som summen af et prim-
tal og det dobbelte af et kvadrattal.

Find en heltallig lgsning til ligningen
X2 -7y? = 1997

Find det mindste tal x for hvilket det geelder at 19x giver
resten 97 ved division med 1997.

Find alle Igsninger til ligningen 19x + 97y = 1997,
hvor x ogy er hele positive tal.
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